Theorie B (SS2006)
Musterlosung Ubungsblatt 8 03.07.06

L)

N

a) Trigheitstensor fiir N Massepunkte: ©;; = Zmn[ (r")%6;; — xl'a” ]
N n=1

Diagonalelemente: ©; = Z ma[ (21)? + (25)* + (25)* — (z)?]
n=1

N
Auflerdiagonalelemente: 0|, = — Z M| 2] 27 |
n=1

Hier:

(m+ M)a*>  —Ma? 0
0. = 2m+Ma> (=O= —Ma*  (m+ M)d? 0
0 0 2(m + M)a?

b) Eigenvektoren: ©Oe; =0;e; = (6 —0;1)e, =0

Eigenwerte:
det(©@ —06;,1)=0 = (2(m+ M)a*—6,)[((m+ M)a* - 0;)* — (Ma*)*] =0

daraus folgt

O3 =2(m+ M)a* | und ((m+ M)a®> —6;)* — (Ma*)* =0

= 0, =ma* , Oy = (m+2M)d*

Zugehoriger Eigenvektor: O3 = 2(m + M)a®> =

—(m+ M)b, — Mb, = 0

b, = b,=b,=0 0
Mit ey = by | ©  _Mb, — (m+ M, = 0 = &=
b, 1

0b,=0 = b, = beliebig
J
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mit der freien Konstante c3 = b, .

Zugehoriger Eigenvektor: ©; = ma® =

Mb, — Mb, = 0

Mit €] = | b, | : —Mb, +Mb, = 0 = e =0

(m+2M)b, =0 = b, =0

mit der freien Konstante ¢; = b, .
Zugehoriger Eigenvektor: ©y = (m +2M)a®> =

—Mbm—Mby =0
Mit e/2: by : —Mbw—Mby - 0 = €, =0 1

mb, =0 = b,=0

mit der freien Konstante c; = b, .

Die Konstanten ¢; werden jetzt so bestimmt, daf§ die Eigenvektoren normiert sind (Einheitsvek-

toren), |ei| = 1, und es ergibt sich schlielich

©; = ma? Oy = (m+2M)a*> ©3 = (2m+2M)a?
/ 1 1 / 1 _1 / 0
e = —(—|1 e, = —| 1 e; = 0

\/50 \/50 1

Die Benennung der 6; und zugehorigen €, (welcher also der 1., 2., oder 3. Eigenvektor sein soll) ist
natiirlich willkiirlich. Mit der hier benutzten Benennung bilden die Hauptachsen in der Reihenfolge

e}, e}, e} ein rechtshindiges Bezugssystem. Siehe auch die nichtvorhandene Skizze.

c) Die Transformationsmatrix in e, = Ae; lautet

A= (e}, e, e5) =

SIS
©§|“§|H
— O O

Die Matrix ist orthogonal, denn die Spalten sind paarweise orthogonal (sogar orthonormal),

'
e €;=0;;.
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Die Komponenten ©;; des Trégheitstensors in der neuen Basis sind

©, 0 0
O, =N"ON);=[0 © 0
0 0 O3

ij
Die Matrix © wird durch die Ahnlichkeitstransformation A ja gerade diagonalisiert. Davon kann

man sich notfalls durch Ausmultiplizieren von ©’ = A~!©A iiberzeugen.

d_) Schwerpunkt im “alten” Koordinatensystem:

1 0 1
nln M
R:Z”mr = mal 0] +ma|l]|+Mall :7(m+ Ja 1] ]le;
> My 3m + M 0 0 0 3m+ M 0

Wenn nun das Hauptachsensystem €], €}, e} in Richtung €] auf den Schwerpunkt verschoben
wird, werden die Drehachsen e}, und e} jeweils um |R| parallel verschoben, €] dagegen bleibt

unverandert. Der Satz von Steiner, riickwérts angewendet, fithrt dann auf

0, = 6,
éQ = Oy — Mtot|R|2 , Mg =3m+ M
é:& = @3 - Mtot‘R‘Q

Um das Ergebnis einfach nachpriifbar zu halten, vereinfachen wir auf M = m , dann gilt

1 2
R=o[1] = RP=Z, Mu=4m
2 2
0
also
(:jl =ma® | @)2 =ma® | ég = 2ma®

Dies ergibt sich natiirlich auch direkt, wenn man M = m setzt und die ©;; berechnet; also beziiglich
eines Koordinatensystems, dessen x und y-Achsen durch die Ecken des Quadrats aus den 4 Massen

m gehen, mit dem Ursprung in der Mitte (Schwerpunkt).

a) Trigheitstensor fiir eine kontinuierliche Masseverteilung p(r):

©ij = /d37” p(r)[1?0i; — i ;]

(i) Zylinder:
M)V fir 2?24+ 3y><R und 0<z<h

0 sonst
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h ist die Ausdehnung in z-Richtung. In Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) ergibt sich damit

h 27
M R
0, =[d 2 2:/d/d/d——2h——
/ rp(r)[x® + y°] z o [ rdr—r Thyr
0

:T2

Das Volumen des Zylinders ist

h 27 R2
Vz/dz/dcp/rdr—%rh—
0 0

und damit kiirzt sich h wieder raus,

1
0,. = —-MR?
2

(ii) Stab der Lénge L:

m

o fé(y)cS(z) fir |z| < L/2
p(r) =

0 sonst
Damit ist
LJ2 L2 ;
L
—L/2 —L/2

b_) Trigheitsmoment mit ausgestreckten “Armen”: Dazu mufl beriicksichtigt werden, dafi die
Stdbe nicht um den Schwerpunkt rotieren, sondern um eine parallel verschobene Achse mit dem
Abstand (R + L/2) . Steiner:

m L?
12

L2
04 = (R+ L/2)? :m(g + R*+ RL)

Ein Zylinder plus 2 Stébe ergibt schliellich
tot Zyl A 1 2 L2 2
0y, =077 +20; :§MR +2m(?+R + RL)

Trigheitsmoment mit angelegten “Armen”: Das Triigheitsmoment des Stabes ist jetzt null, @5 =

0, also bleibt nur der Beitrag von Steiner iibrig (wie fiir eine Punktmasse),

OA=0+mRr* = ©O= MR2 + 2mR?
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Das Verhéltnis w’/w der Kreisfrequenzen ergibt sich aus der Drehimpulserhaltung (die Rotations-

achse ist eine Haupttriagheitsachse des Eislaufers, daher ist L, = |L| = L),

2
[ —wOtt — J/@tt ﬂ: (Cled :%MRZ‘FQW(%-FRQ—FRL)
2z 2z w @'tot %MRQ + 2mR2

zZz

das schreibt sich dann als

W LA () + 5 (R))
w 1+ 4,

Mit den angegeben Zahlenwerten ergibt sich w’/w ~ 2.55.

3]

—eB
B:Bez :> N: €

5 (Lxe,) = NLle, und N_LL
me

damit gilt zum einen

dL,
dt

=N,=0 = L, =const.

und zum anderen

d d dL
—|L?=—-LL=2L— =2LN =0 mit N L L
dt dt dt

d
= | —|L?=0 = |L|= const.
dt

b_) Bewegungsgleichung:

. _eB B
L:QZC(Lxez):wL(ezxL), b= 250

mit der Lamorfrequenz wry, .

L, 0 L, ~L,
= Ly =wr| 0] X Ly = wy L,
L, 1 L. 0

Wir wir schon wufiten, ist L, = 0; aufierdem:

L, = —wr Ly . ) .
= fp=-wl, = Ly+wil,=0

Ly = wLLx
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Allgemeine Losung:

1 .
L,(t) = Acos(wpt — o) , L, = —w—LLx = L,(t) = Asin(wrt — ¢o)

mit den Integrationskonstanten A und ¢y . A kann jetzt noch durch die Konstanten L = |L| und

L, ausgedriickt werden:

DP=LR+L+L=A+L1 = A=.L>-1?

z

)
L.(t) = +/L?>— L2 cos(wrt — ) Lsin(0) cos(wrt — ¢o)
= L,(t) = +/L?— L2 sin(wrt — ¢o) —  Lsin(0) sin(wpt — ¢o)
L.(t) = L. L cos(0)
V

wobei L, noch durch den (konstanten) Projektionswinkel 6 parametrisiert wurde. Zu den 3 Glei-
chungen 1. Ordnung korrespondieren 3 Integrationskonstanten: L, L., oder L,8,¢y. Die

Spitze des Vektors L fiithrt im Magnetfeld B offenbar eine Kreishewegung um die Richtung von B
aus: Préazession.



