Theorie B (SS2006)
Musterlosung Ubungsblatt 9

10.07.06

a) Haupttrigheitsmomente und Massendichte:

b a M
O, = /d?’?“/)(xla@axs) [r? = (2:)?] , plr) = 0(xs) O(5 — 21)) ©(5 — lz2)) p
o0 b/2 a/2
3 M
Test: d°r p(r) = pra dzs 0(xs) dzy dee =M = /
a
—o0 —b/2 —a/2
also:
b/2 a/2
M M
@3 a,b / dl’l / dl’z [(1’1)2 + (£U2)2Hx3:0 = E(az + b2)
—b/2 —a/2
b/2 a/2
M M
@2 12 dl’l / dl’z [(1’1)2 + (£U3)2Hx3:0 = Ebz
—b/2 —a/2
b/2 a/2
M M
@1 12 / d[[’l / d[[’g [(ZL’Q)Q + (x?’)Qng:O = EQQ
—b/2 —a/2
zusammengefaf3t:
M M M
@3 19 (a + 62) , @2 = E(bQ) s @1 = E(CLQ) = @3 > @2 > @1

b_) Ansatz in Eulergleichungen einsetzen und Terme, die quadratisch in den als klein angenom-

menen Groflen wi,ws, w3 sind, weglassen:

@1&)1 + (@3 — @2)[w2w3 + w2®3 ] = 0 @ - @
~0 wl(t) —+ ( 3@ 20()3?) u)z(t)
1
Osin + (O1 = Oy)lwiws +wiw ] = 0 = 4 <@1<§ @3%?) ()
~ 0 2
@3&)3 + (@2 — @1) wiws = 0 @3(t>
0

Die 1ste Gleichung nochmal ableiten,

i (t) + (63 —©: 3) (@3 —5 g) wi(t) =0, @3 =const. =0 (nach Annahme) (1)

0, O
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In unserem Fall gilt

@3>@2>@1 = (I}1+QQW1:O , QQZ <¥wg) (%wg) >0
1 2

w1 und wy fithren also harmonische Schwingungen aus:

(03 —©1)0,

wi(t) = Acos(Qt —@y) = wo(t)=A ©,(03 — O5)

sin(Qt — o)
Die letzte Gl. ergibt sich aus
0, 1.
wy=—|—=—""—)—w
2 @3 - @2 wg !

Mit den Trégheitsmomenten aus a) ergibt sich konkret

05— 6, 1 wi(t) = Acos(wit — @)
—a -

2 = wo(t) = Asin(wlt — o)
O3 — O,
—e, !

' wy(t) = wy = const.

Die Spitze des Vektors w prézediert also in K.S um die e3-Achse. D.h., wenn der Kreisel um die
es-Achse rotiert und etwas gestort wird durch eine kleine Auslenkung A > 0 senkrecht zu ejs,
dann bleibt diese Storung auch fiir grofie Zeiten ¢ — oo nur so grof, wie es die Anfangsbedingung

vorgibt; die Rotation um ej ist also stabil.

c) Fiir die Rotation um e, ist es am einfachsten, den Ansatz aus b) beizubehalten und die

Tragheitsmomente entsprechend zu vertauschen (zyklisch):
@17 @27 (—)3 - (—)37 @17 (—)2

Aus Gleichung (1) wird damit

0, — 0 0, — 0
w1+( 2 1(,()3(3)( 2 3&)3?)&)1:0 = (I)l—qu)lzo

O3 0,

=—x2< 0N

und

Wy — — I iw
2 @2—@1 wg !

mit der allgemeinen Losung

(03 — 02)0;

t) = Ae™X! 4 Bex! t) = o 2
wl() € + be ) CUQ() @1<@2_@1)

[Ae ™" — BeX']
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Fiir die Zahlenwerte der Aufgabe folgt

@3—@2:1 @2—@1:b2—a2>0
@1 ’ @3 62—|—6L2

Im Gegensatz zu a) wichst hier eine noch so kleine Stérung senkrecht zur Rotationsachse beliebig

an (bis die Annahme kleiner Amplituden wy, wy verletzt wird); die Rotation um e, ist also instabil.

Fiir die Diskussion der freien Rotation um e; vertauschen wir die Tragheitsmomente nochmal,

d.h.; aus a) wird
@17@2763 - @27@3761

Aus GI.(1) wird diesmal
() + Qi) =0, OP= ng wwg >0
S O3

Die Rotation um e; ist also wieder stabil.

Ergebnis: die Rotation um die Hauptachse mit dem gréfiten oder kleinsten Tréagheitsmoment ist
stabil.

Kinetische Energie:

1 1
T =-0(9) + 5 M(2)?
2 2
MI?
Siche Blatt 8, Aufg. 2a): © = T3

Potentielle Energie:

1 1
U= K@)+ K@)+ Mgz . w=(5p=2) , w=(-5p—2)

1 1
= | L(p,p, 2z %)= §@¢2 + =Mz — K[(Lp)? + 2°] — Mgz

2
Bewegungsgleichungen:
12 KI? K
Op+2K—p=0 = ¢$+Lp=0, P=—"=6—
P+ 17 e+ e R Ye) i

und
. s 02 2 K
MzZ4+2Kz+Mg=0 = Z2+Q,z2=—-g, QZ:2M

mit den allgemeinen Losungen

p(t) = Agcos(Qpt—0,)

z(t) = A,cos(Qt—0,)— %
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Durch die Ndherung kleiner Auslenkungen sind die Rotationsschwingung und die z-Schwingung

unabhingig, die sich einfach iiberlagern. Die Rotation hat eine um /3 hohere Frequenz.

a_) Trégheitsmoment um y-Achse (= Zylinderachse = Haupttriagheitsachse) und Massen-

dichte in Polarkoordinaten:

L M
_ _ 3 2, .2 Sl L 2 _ 2., .2
0=0, = [@row) @ +2] . plre) =5~ RIOG — ) oy + 7=+
oo 27 [
Test: /d3rp(r):/rdr/dcp/dyp(r,cp,y):M =
0 0 —00

Der Zylinder hat senkrecht zur Papierebene eine Ausdehnung —L/2 < y < L/2 bekommen, die

aber immer rausfallt.

Damit
e’ 27 e’ L M
o . Lo 2 _ 2
@—/rdr/dcp/dy S(r R)@(2 |y|)27TRL[T ] = |©=MR
0 0 —00

b_) Kinetische Energie: Fiir den Zylinder besteht die kin. Energie aus der des Schwerpunktes und
der Rotationsenergie um den Schwerpunkt (y-Achse) mit dem Winkel 6 :

1 .. 1 . 1.6
ZﬂmmnT:§@wf+§M@V, §=RO = T:§h§+muﬁzkm2

Alternativ kann man den momentanen Auflagepunkt als Drehpunkt auffassen, dann fallt die

Schwerpunkts-T" weg, aber man muf3 den Steiner verwenden:

1.0
(3. @=O0+MR* = T= [ +M|E)’

1, 16
T_QGO(H) T oR?

1
Pendel: T = 5m[ﬁ + 2%]

r = Isin(p)+s & = lpcos(p) + §

z = —lcos(p) z = lgsin(yp)

1
= T= §m[l2¢2 + 5% + 2lp5 cos() |

Zur potentiellen Energie tragt nur die Pendelmasse bei:

U = mgh = mgz + const. = —mgl cos(p)
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1 1
L(s,$,¢,Q) = 5[2M +m]s* + §ml2gb2 + milps cos(p) + mgl cos(p)

9 Bewegungsgleichungen:

doL oL d
&% = % T {leQb +mls cos(go)} = —mlpssin(p) — mglsin(p)
L1 .9 .
= |p+ 7 cos(p)s + 7 sin(p) =0 (2)
und
doL oL oL . N
T s 0 = |ps= 5% ist Erhaltungsgrofie

ps ist der konjugierte (kanonische) Impuls zu s.

Ps =0 = (2M + m)5 + mlg cos(p) — ml(p)?sin(ip) (3)

d) Linearisieren: Entwickle sin(p) ~ ¢ und cos(p) ~ 1 in fithrender Ordnung und werfe

zusétzlich in den Gleichungen alle Terme weg, die mehr als eine Potenz von s, $, 8, ¢, ... besitzen:

1
In (2): Scos(p)~3§ , sin(p)~¢ = ¢+7§+%g0:0

ml

I 3): ~ G .2 . %..2 ~ 0 - . -0
n (3): ¢eos(p) = ¢ , @ sin(p) = ¢ St

Damit kann man jetzt § ersetzen,

m m

Aus der allgemeinen Losung ¢(t) kann aus ¢(t) und zweimaligem Integrieren s(t) gewonnen wer-

den:

o(t) = Acos(Qut — o) , s(t) =so+vot—A cos(§2 t — Jp)

ml
2M +m

Die Anzahl der Integrationskonstanten, #{A,Jy,so,v0} = 4 ist korrekt. Der Zylinder und das

Pendel schwingen also gegeneinander, der Zylinder bewegt sich auflerdem noch gleichférmig.

Im Grenzfall M — oo bekommt man

o(t) — Acos(wot — o) , s(t) — sg+ vt



