
Theorie B (SS 2006)
Musterlösung Übungsblatt 10 17.07.06

1 a) Blatt 4, Aufg. 1 a) : Die Lagrangefunktion war (mit m1 = m2 = m):

L(q1, q̇1, q2, q̇2) =
1

2
m1q̇

2

1
+

1

2
m2q̇

2

2
− D(q2

1
+ q2

2
− q1q2)

Konjugierte Impulse:

p1 =
∂L
∂q̇1

= m1q̇1 , p2 =
∂L
∂q̇2

= m2q̇2

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:

H = p1q̇1 + p2q̇2 − L =
p2

1

2m1

+
p2

2

2m2

+ D(q2

1
+ q2

2
− q1q2)

Sind die Impulse erhalten ? Kanonische Gleichungen:

ṗ1 = −∂H
∂q1

= −D(2q1 − q2) 6= 0

ṗ2 = −∂H
∂q2

= −D(2q2 − q1) 6= 0

Also sind p1, p2 keine Erhaltungsgrößen.

b) Blatt 2, Aufg. 3 a) : Die Lagrangefunktion war:

L(θ, θ̇, ϕ̇) =
1

2
ml2[ θ̇2 + sin2(θ)ϕ̇2 ] + mgl cos(θ)

Konjugierte Impulse:

pθ =
∂L
∂θ̇

= ml2θ̇ , pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= ml2 sin2(θ)ϕ̇

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:

H = pθθ̇ + pϕϕ̇ − L =
p2

θ

2ml2
+

p2

ϕ

2ml2 sin2(θ)
− mgl cos(θ)

Sind die Impulse erhalten ? Kanonische Gleichungen:

ṗθ = −∂H
∂θ

= mgl sin(θ) −
p2

ϕ cos(θ)

ml2 sin2(θ)
6= 0

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0
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Also ist pϕ eine Erhaltungsgröße, denn ϕ ist eine zyklische Koordinate. pϕ ≡ Lz ist gerade der

Drehimpuls.

c) Blatt 4, Aufg. 3 a) : Lagrangefunktion:

L(r, ṙ) =
1

2
mṙ2 +

e

c
ṙA(r) =

3∑

i=1

1

2
m(ẋi)

2 +
3∑

i=1

ẋiAi(x1, x2, x3)

Impulse:

pi =
∂L
∂ẋi

= mẋi +
e

c
Ai(r) , i = 1, 2, 3 ⇒ p = mṙ +

e

c
A(r)

Hamilton:

H =

3∑

i=1

piẋi − L = m(ṙ)2 +
e

c
ṙA − L =

1

2
m(ṙ)2

mit

ṙ =
1

m
[p− e

c
A(r) ] ⇒ H(r,p) =

1

2m
[p− e

c
A(r) ]2

Hamiltongleichung:

ṗi = −∂H
∂xi

= . . . 6= 0

Kan. Impuls ist nicht erhalten.

Bemerkung: Die Hamiltonfunktion = Energie besteht offenbar nur aus kinetischer Energie ↔ ein

geladenes Teilchen leistet im Magnetfeld keine Arbeit, denn die Lorentzkraft ist senkrecht zu v

und damit zum Linienelement im Wegintegral (siehe Theorie C).

2 a) Lagrangefunktion:

T =
1

2
m[ ẋ2

1
+ ẋ2

2
] ,

x1 = s − 1

2
(u + a)

x2 = s + 1

2
(u + a)

⇒
ẋ1 = ṡ − 1

2
u̇

ẋ2 = ṡ + 1

2
u̇

⇒ T = mṡ2 +
1

4
mu̇2

U =
1

2
K u2 ⇒ L(s, ṡ, u, u̇) = mṡ2 +

1

4
mu̇2 − 1

2
Ku2

Kanonische Impulse:

pu =
∂L
∂u̇

=
1

2
mu̇ , ps =

∂L
∂ṡ

= 2mṡ
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Hamilton:

H = puu̇ + psṡ − L = mṡ2 +
1

4
mu̇2 +

1

2
Ku2 = T + U

mit

u̇ =
2pu

m
, ṡ =

ps

2m
⇒ H(s, ps, u, pu) =

p2

u

m
+

p2

s

4m
+

K

2
u2

b) Hamiltongleichungen:

ṗs = −∂H
∂s

= 0 , ṗu = −∂H
∂u

= −Ku

ṡ =
∂H
∂ps

=
ps

2m

√
, u̇ =

∂H
∂pu

=
2pu

m

√

Lösung: ps ist Erhaltungsgröße (Schwerpunktimpuls):

ṗs = 0 ⇒ ps(t) = p0

s = const. ⇒ s(t) = s0 +
p0

s

2m
t

... gleichförmige Bewegung.

ṗu = −Ku

u̇ =
2pu

m

⇒ ü =
2ṗu

m
= −2

K

m
u ⇒ ü + ω2

0
u = 0 , ω2

0
= 2

K

m

... der übliche Oszillator:

⇒ u(t) = A cos(ω0t − ϕ0) , pu =
m

2
u̇ ⇒ pu(t) = −m

2
Aω0 sin(ω0t − ϕ0)

Im Phasenraum (u, pu) beschreibt der Vektor (u, pu)(t) eine Ellipse:
(

u(t)

A

)2

+

(
pu(t)

B

)2

= cos2(. . .) + sin2(. . .) = 1 , B =
mAω0

2

Die Halbachsen A, B enthalten einen gemeinsamen Faktor A , also die Anfangsauslenkung; das

Verhältnis B/A ist durch die “Materialkonstanten” K, m bestimmt. Es gibt 2 Integrationskon-

stanten A, ϕ0 .

3 Poissonklammer: {f, g} =
∑

i

(
∂f

∂pi

∂g

∂xi

− ∂f

∂xi

∂g

∂pi

)

.

Damit: {f, g} = −{g, f} sofort klar. Anwendung der Produktregel:

{f, gh} =
∑

i

(
∂f

∂pi

∂gh

∂xi

− ∂f

∂xi

∂gh

∂pi

)

=
∑

i

(
∂f

∂pi

∂g

∂xi

h − ∂f

∂xi

∂g

∂pi

h

)

+
∑

i

(
∂f

∂pi

∂h

∂xi

g − ∂f

∂xi

∂h

∂pi

g

)

= {f, g}h + g{f, h}
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Genauso folgt

{fg, h} = {f, h}g + f{g, h}

4 a)

{Li, xk} =
∑

l=x,y,z

(
∂Li

∂pl

∂xk

∂xl

− ∂Li

∂xl

∂xk

∂pl

)

Die xi und pi sind die unabhängigen Variablen,

∂xk

∂pl

= 0 ,
∂xk

∂xl

= δk,l ≡
{

1 für k = l

0 für k 6= l

Damit folgt {Li, xk} =
∂Li

∂pk

, im einzelnen:

{Lx, y} =
∂Lx

∂py

= −z

{Ly, z} =
∂Ly

∂pz

= −x

{Lz, x} =
∂Lz

∂px

= −y

und

{Ly, x} =
∂Ly

∂px

= z

{Lz, y} =
∂Lz

∂py

= x

{Lx, z} =
∂Lx

∂pz

= y

Außerdem gilt natürlich {Lx, x} = {Ly, y} = {Lz, z} = 0 , und zusammengefaßt lautet das

Ergebnis

{Li, xk} = −xl mit (i, k, l) = (1, 2, 3) und zyklisch

{Li, xi} = 0

{Lk, xi} = −{Li, xk}

((Dies läßt sich wieder mit dem ε-Tensor zusammenfassen, {Li, xk} = −
∑

l

εikl xl .))

Ganz analog wird der “Kommutator” mit p berechnet:

{Li, pk} =
∑

l=x,y,z

(
∂Li

∂pl

∂pk

∂xl

− ∂Li

∂xl

∂pk

∂pl

)

= −∂Li

∂xk
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mit dem Ergebnis:

{Li, pk} = −pl mit (i, k, l) = (1, 2, 3) und zyklisch

{Li, pi} = 0

{Lk, pi} = −{Li, pk}

((In Kurzform: {Li, pk} = −
∑

l

εikl pl .))

Nun zur Berechnung von {Li, Lk} . Trivialerweise gilt {Li, Li} = 0 . Von den nichttrivialen Kom-

binationen betrachte mal

{Lx, Ly} =
∑

l

(
∂Lx

∂pl

∂Ly

∂xl
︸ ︷︷ ︸

l 6= 3 → 0

− ∂Lx

∂xl

∂Ly

∂pl
︸ ︷︷ ︸

l 6= 3 → 0

)

= y px − py x = −Lz

Für die Kombinationen (y, z), (z, x) geht das genauso, und mit Hilfe von {A, B} = −{B, A}
ergibt sich insgesamt

{Li, Lk} = −Ll mit (i, k, l) = (1, 2, 3) und zyklisch

{Li, Li} = 0

{Lk, Li} = −{Li, Lk}

((In Kurzform: {Li, Lk} = −
∑

l

εikl Ll .))

b) Teilchen im Zentralpotential:

H(r,p) =
p2

2m
+ U(r) , U(r) = U(|r|)

Lassen wir zunächst U(r) allgemein, dann gibt die erste Klammer der Aufgabe die Zeitentwicklung

des Drehimpulses wieder,

d

dt
Li = {H, Li} =

1

2m
{(p)2, Li} + {U(r), Li}

Die erste Klammer (kinetische Energie) wird mit den Regeln von oben ausgewertet, z.B. für i = 1 :

{(p)2, L1} =
∑

k

{(pk)
2, L1} = −2

∑

k

pk{L1, pk}

= −2[p1 {L1, p1}
︸ ︷︷ ︸

= 0

+p2 {L1, p2}
︸ ︷︷ ︸

= −p3

+p3 {L1, p3}
︸ ︷︷ ︸

= +p2

] = −2[p3 p2 − p2 p3] = 0
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und genauso für L2, L3 . Die kinetische Energie erhält also den (kanonischen) Drehimpuls,

{T, Li} = 0 , und die zeitliche Veränderung wird allein durch das Potential bestimmt. Die entspre-

chende Poisson-Klammer lautet

{U(r), L1} = −{L1, U} = −
∑

k

(∂L1

∂pk

∂U

∂xk

− ∂L1

∂xk

∂U

∂pk
︸︷︷︸

=0

)

Mit der Kraftkomponente Fk ,

∂U(r)

∂xk

= (gradV )k = −Fk

ergibt sich

{U(r), L1} =
∑

k

∂L1

∂pk

Fk = y F3 − z F2

und analog {U, L2} = z F1 − xF3 , {U, L3} = xF2 − y F1 .

Also

{U(r), Li} = xk Fl − xl Fk mit (i, k, l) = (1, 2, 3) und zyklisch ⇔ {U(r),L} = r × F

In einem Zentralpotential ist das Drehmoment r × F = 0 :

F = −grad U(|r|) = −dU(r)

dr
grad r = −dU(r)

dr

r

r
mit r = |r| =

√

x2 + y2 + z2

Hier ist also F||r (Zentralkraft), und damit verschwindet die Poisson-Klammer,

{H,L} = {U(|r|),L} = −dU(r)

dr
(r× r) = 0

Die restlichen Poisson-Klammern der Aufgabe sind jetzt einfach:

{H, |L|2} =
∑

k

{H, (Lk)
2} = 2

∑

k

Lk {H, Lk}
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Und:

{|L|2, L1} = 2L1 {L1, L1}
︸ ︷︷ ︸

= 0

+2L2 {L2, L1}
︸ ︷︷ ︸

= L3

+2L3 {L3, L1}
︸ ︷︷ ︸

= −L2

= 0 etc.

Die physikalische Bedeutung ist schlicht die Erhaltung der Drehimpulskomponenten und des

-betrages. Die Poissonklammer {|L|2, Li} = 0 hat in der klassischen Mechanik keine direkte Be-

deutung, kann aber rechentechnisch hilfreich sein.


