Theorie B (SS2006)
Musterlosung Ubungsblatt 10

17.07.06

a) Blatt 4, Aufg. 1a): Die Lagrangefunktion war (mit m; = mq = m):

) ) 1 . 1 .
L(q1, 1,2, G2) = §mlfﬁ + 57712(]; — D(Q% + q§ — 1¢2)
Konjugierte Impulse:
oL . oL )
p1:a—q.1:m1(h, pz:a_q'z:%‘h

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:

2 2
. ) p p
H =pigy + page — L= = + =2 +D(qf+q§—qlq2)
2m1 2m2

Sind die Impulse erhalten? Kanonische Gleichungen:

) OH

P = _8—ql = —D(Qﬂh - 92) 7& 0
oH

)y = —— = —D(2qy —

D2 90 (2¢2 —q1) #0

Also sind pq, po keine Erhaltungsgrofen.
b_) Blatt 2, Aufg. 3a): Die Lagrangefunktion war:

. 1 .
L£(0,0,¢) = 5m12[92 + sin?(0)p? | + mgl cos(6)

Konjugierte Impulse:

: oL : .
Do = i mli*0 , p,= P = mil?sin?(0)p

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:

Vs P

H = peb + pyp 2mi2  2mi?sin®(0)

— mgl cos(0)

Sind die Impulse erhalten? Kanonische Gleichungen:

, OH . pg cos(0)
= —— =mglsin(f) — —=
bo a9 " sin(6) ml? sin?(0) 70
oH

Pp = —%—0
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Also ist p, eine Erhaltungsgrofe, denn ¢ ist eine zyklische Koordinate. p, = L, ist gerade der

Drehimpuls.
9 Blatt 4, Aufg. 3a): Lagrangefunktion:

3 3
1 1
E(I‘, I‘) = émrz + ZI‘A(I‘) = Z 5771(.’172)2 -+ Z.TZAZ(SUl, T2, 1’3)
=1

i=1

Impulse:
;= E—mx’-JrEA-(r) 1=1,2,3 = —mI'“+EA(r)
pz - 8$’Z - 7 c ) ) — 4“4 p_ c
Hamilton:
3 e 1
mit
= —[p—SAM)] = |H@E.p)=o|p— AW
T m P c P)= 2m P c
Hamiltongleichung:
oH
p oz, #

Kan. Impuls ist nicht erhalten.

Bemerkung: Die Hamiltonfunktion = Energie besteht offenbar nur aus kinetischer Energie <+ ein
geladenes Teilchen leistet im Magnetfeld keine Arbeit, denn die Lorentzkraft ist senkrecht zu v

und damit zum Linienelement im Wegintegral (siche Theorie C).

a_) Lagrangefunktion:

1 r1 = s—3(u+ta) iy = §—3u 1
T:§m[fc§+az§], = = T:m52+1m02
3 = s+i(u+ta) iy = $+1u
]_ 2 . . -9 1 .2 ]' 2
U:§Ku = | L(s,$,u, 1) =ms —i—Zmu —§Ku

Kanonische Impulse:

—%—lmu —%—Qmé
Pu="5; =M% Ps= 5 =
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Hamilton:

1 1
H=p+ps—L=ms*+-mi>+=-Ku*=T+U

4 2
mit
. 2pu - Ds _ szL pg 2

u = m ) 8_2777, H(87p87u7pu)_m+4m+ 2U

b_) Hamiltongleichungen:
OH OH

.s:——zo7 u:——:—K

b 0s b ou “

. OH  ps . OH  2p,

S = = \/ s = — = — \/

dps  2m Opu m
Losung: p;, ist Erhaltungsgrofie (Schwerpunktimpuls):
P
Ps =0 = py(t)=p°=const. = |s(t) =50+t
2m
... gleichférmige Bewegung.
= Uu=—=-2—u = u+twyu=0, |wy=2—
% m m m
0 = 2
m

... der iibliche Oszillator:

= |u(t)=Acos(wot — o) |, Pu=—=0 = |put)= —%Awo sin(wot — o)

SE

Im Phasenraum (u, p,) beschreibt der Vektor (u,p,)(t) eine Ellipse:

(@)Z (pu@))z ot ) +sin(.) =1, B— A

A B 2
Die Halbachsen A, B enthalten einen gemeinsamen Faktor A, also die Anfangsauslenkung; das
Verhiltnis B/A ist durch die “Materialkonstanten” K, m bestimmt. Es gibt 2 Integrationskon-
stanten A, g .

) . B of dg B df dg
Poissonklammer: {f,g} = ; ( Op 0r, 90,0, )
Damit: {f,g} = —{g, f} sofort klar. Anwendung der Produktregel:

B of dgh  Of Ogh

thght = ; <8pi Ox; dz; Op;
B af dg af Jg df oh af oh
a 2 <8pi 8$ih Ox; 6pz‘h * EZ: Ip; 8%'9 0z; 5pz‘g

= {figth+g{f h}
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Genauso folgt

{fg, by ={f h}tg+ flg,h}

4]

L. — _
{ Z7xk} Z (8pl 8371 8371 8])1)

l=z,y,z

Die z; und p; sind die unabhéngigen Variablen,

=0, Z==0= "
Ipy Oy 0 fiir k#I
: oL; . .
Damit folgt {L;,zx} = =, im einzelnen:
Ok
oL oL
L:B = z = — L = Y =
{ ) y} 8py z { Y SU} 8]?3;
oL oL
L = —y = — und LZ7 = z = T
(Lo} = 52 = (L) = 5
oL oL
Lza = = = - L:vv = = =
(Losh = 55 = (L) = 3 =y

AuBerdem gilt natiirlich {L,,z} = {L,,y} = {L.,2} = 0, und zusammengefafit lautet das
Ergebnis

{Li,z} = —x mit (i,k,1) =(1,2,3) und zyklisch
{Li,z;} = 0
{Lywiy = —{Li, o}
((Dies 148t sich wieder mit dem e-Tensor zusammenfassen, {L;, zz} = — Z Eikl Ty -))

!
Ganz analog wird der “Kommutator” mit p berechnet:

L. — =~ ) =
{ “pk} Z <6pl 6951 6951 8pl) 8l‘k

l:xyyvz
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mit dem Ergebnis:

{Li,pr} = —p mit (i,k,1) = (1,2,3) und zyklisch

((In Kurzform: {L;, py} = — Z EikiPL-))
l

Nun zur Berechnung von {L;, L} . Trivialerweise gilt {L;, L;} = 0. Von den nichttrivialen Kom-

binationen betrachte mal

0L, 0L 0L, OL
{anLy}:Z( ol . ):ypl“_pyx:_[’z

Op; Oxy Ox; Opy
l —_—— —_———
l#3 -0 [#3 —0

Fiir die Kombinationen (y, z), (z,z) geht das genauso, und mit Hilfe von {A, B} = —{B, A}

ergibt sich insgesamt

{Li, L} = —1L, mit (i,k,1) =(1,2,3) und zyklisch

((In Kurzform: {L;, Ly} = — Z e Li.))
I

b_) Teilchen im Zentralpotential:
2

H(r,p) = 2 + U(x) , U(r) =U(]r|)

2m
Lassen wir zunéchst U(r) allgemein, dann gibt die erste Klammer der Aufgabe die Zeitentwicklung

des Drehimpulses wieder,

d

L= L} = %{(p)Z,Li} +{U(x), L}

Die erste Klammer (kinetische Energie) wird mit den Regeln von oben ausgewertet, z.B. fir i = 1:
{(p)27 Ll} = Z{(pk)27 Ll} = -2 Zpk{Llapk}
k k

= =2[p1 {L1,p1} +p2 {L1,p2} +p3 {L1,p3}] = —2[psp2 — p2p3] =0
WO_/ ——— T/
= = —DP3 = TP2
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und genauso fiir Lo, L3. Die kinetische Energie erhilt also den (kanonischen) Drehimpuls,
{T, L;} =0, und die zeitliche Veranderung wird allein durch das Potential bestimmt. Die entspre-

chende Poisson-Klammer lautet

oL, oU _ oL, oU
Opy, Oz, Oz, Opi
~—~

{Ur), L1} = —{L,U} = =) (

Mit der Kraftkomponente F} ,

oU(r)
8:ck

= (grad V)k = —Fk

ergibt sich
oL
{U(r), L1} = ;@Fk =yls—zF

und analog {U, Lo} =2F —aFs , {U L} =xF,—yF.
Also

{U(r),L;} =ap Fy —x; F, mit (i, k1) =(1,2,3) und zyklisch << {U(r),L}=rxF

In einem Zentralpotential ist das Drehmoment r x F = 0:

dU(r)

dU
Tgradr:—ﬁf mit 7’:|r|: 372—|—y2+22
r V

F = —gradU(|r]) = — i

Hier ist also F|[r (Zentralkraft), und damit verschwindet die Poisson-Klammer,

dU(r)

{11} = {U(]), L} = -

(rxr)=0

Die restlichen Poisson-Klammern der Aufgabe sind jetzt einfach:
{RILPY =) (" (L)} =2 Li{H L} =0

Und:

{‘L|2, Ll} = 2L1 {Ll, Ll} —|—2L2 {LQ, Ll} —|—2L3 {Lg, Ll} =0 etc.
—— —— ——
- 0 = L3 — —L2
Die physikalische Bedeutung ist schlicht die Erhaltung der Drehimpulskomponenten und des
-betrages. Die Poissonklammer {|L|? L;} = 0 hat in der klassischen Mechanik keine direkte Be-

deutung, kann aber rechentechnisch hilfreich sein.



