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Aufgabe 1: Lagrange-Funktion. Gekoppelte Oszillatoren

242434+ 2+ 1= 10 Pkte.
Betrachten Sie kleine lineare Schwingungen (in £z-Richtung) der beiden Massenpunkte
my und my (hier als dicke Massen skizziert) um Ihre Ruhelage bei entspannten Federn
(Lénge bis zum Massenpunkt jeweils L) jede mit gleicher Konstanten . Nennen Sie die
Auslenkung des Massenpunktes m; aus seiner entspannten Lage ¢;,7 = 1, 2. (¢; kann beide
Vorzeichen haben). Siehe Skizze.

a) Schreiben Sie die Lagrange-Funktion auf und leiten Sie daraus die Bewegungsgleichun-
gen fiir die Auslenkungen ¢;, i = 1,2 her.

X

b) Schreiben Sie diese Gleichungen in eine 2 x 2 Matrixform um, indem Sie definieren

q= < Zl ) Die umgeformten Gleichungen sind dann M ( Zl ) + K ( Zl ) = 0. Wie
2 2 2
sehen die Matrizen M und K aus? Verwenden Sie die Variablen wg, = r/m;, i = 1,2.

Die Gleichungen sind also

( Zl ) = -M1K ( Zl ), mit der zu M inversen Matrix M 1. Wie sicht M1 aus?
2 2

c¢) Diagonalisieren Sie die 2 x 2 Matrix A := M~' K, d.h. bestimmen Sie eine Matrix B

)(\]1 )(\) ) Verwenden Sie dazu z.B.

2

B A = DB. Zeigen Sie, dass die Gleichungen dann fiir 27 = B ¢ entkoppeln. Die Diago-

nalelemente \; und A\ sind dann die beiden Eigenschwingungsquadrate des entkoppelten

Systems. Wie grof3 sind sie?

mit BAB™! = D, mit einer Diagonalmatrix D = <

d) Wie sieht die allgemeine Losung fiir ¢(t) aus? Daraus erhdlt man dann die Losung fiir
die Koordinaten Z(t) der zwei Massenpunkte. Schreiben Sie das Endergebnis in reeller
Form auf.

e) Diskutieren Sie den Spezialfall m; = my =: m. Wie sehen die beiden Eigenschwin-
gungen in diesem Fall aus?

Fortsetzung mit Aufgabe 2) auf der Riickseite bzw. Seite 2
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Aufgabe 2: Zyklische Kordinate, Erhaltungssitze: sphirisches mathematisches
Pendel 2+ 3+ 3+ 2 =10 Pkte.
Ein mathematisches Pendel (Massenpunkt m) der Lange R schwinge nicht nur in einer
Ebene sondern im Raum im EinfluB des homogenen Erdschwerefeldes (g).

a) Legen Sie den Aufhidngepunkt in den Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems.
Nennen Sie den Ausschlagswinkel aus der Ruhelage ©. Welches ist die Zahl f der Frei-
heitsgrade? Wihlen Sie geeignete verallgemeinerte Koordinaten und schreiben Sie die
Lagrange-Funktion L auf. Welches ist die zyklische Koordinate? Welche Symmetrie hat
dieses Problem?

b) Wie sehen die f Euler-Lagrange-Gleichungen aus? Welches ist die erhaltene Grofie X,
die zur zyklischen Variablen gehort? Bringen Sie diese Erhaltungsgréfie mit dem Drehim-
puls J = mFx7in Verbindung. Verwenden Sie diese Erhaltungsgréfie in der Bewe-
gungsgleichung fiir den Ausschlagswinkel ©.

c) Die so umgeformte ©-Bewegungsgleichung kann durch Multiplikation mit O als zeitli-
che Ableitung einer Grole geschrieben werden, die mit der Energie E des Pendels {iber-
einstimmt. Verifizieren Sie das. Nennen Sie alle Terme von E in denen keine Zeitablei-
tungen auftreten U.ss, das effektive Potential. Skizzieren Sie die dimensonslose Funkti-
on U(®) := U.;4(0)/(mgR) fiir zwei verschiedene Werte der darin auftretenden di-
mensionslosen Konstanten, die Sie a nennen, z. B. fir a« = 1 und a = 1/2. Was er-
kennt man aus dieser Skizze fiir Pendelbewegungen mit fester (dimensionsloser) Energie
E := E/(mgR)?

d) Fiihren Sie statt © die Variable ¢ = cos© ein. Eliminieren Sie alle ©-Groflen aus
der Formel fiir die Energie E. Daraus bekommen Sie eine Formel von der Form ¢* =
V(¢) mit einem Polynom V vom Grad 3, welches durch die beiden Erhaltungsgréfien
E und X bestimmt ist. Wie sieht dieses V' aus? Hat es etwas mit U.ss zu tun? Falls
ja, was? Durch Trennung der Variablen ¢ und der Zeit ¢ kann man ein Integral fiir ¢t =
t(V(q)) aufschreiben. Wie sieht dieses Integral aus? Man kann fiir dieses Integral keine
(elementare) Stammfunktion angeben.

EBlatt 4 = 20 Pkte.

Die Ubungsblitter sind unter der folgenden Netzadresse zu finden:
http://www-itp.particle.uni-karlsruhe.de/~ wl/KTHPHII09pub/KTHPHII09Ueb

Dort gibt es auch aktualisierte Tutoriumslisten.




