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Aufgabe 1: Drehung mit Euler-Winkel Parametrisierung 2 + 3 + 3 = 8 Pkte.
Leiten Sie mit Hilfe der Euler-Winkel ¢, # und 1) (sie-
he Skizze) eine Parametrisierung der Drehmatrix D
her, die vom kartesischen Rechtskoordinatensystem
{e], e, e3} zum kartesischen Rechtskoordinatensy-

— = —
stem {ef,es, es} fiihrt. Das wird durch die Hinter-
einanderausfithrung von drei Drehungen bewirkt: erst
eine Drehung um eine Achse in Richtung €3 mit Win-
kigz?, danach eine Drehung um die neue e; Achse
(OK) mit Winkel 6 und schlielich eine Drehung um

die neue e;—Achse, d.h. um die e_g’,)—Achse, mit dem
Winkel ¢ (alle Drehungen im positiven Sinn).

a) Schreiben Sie die Matrix D(¢,0,1) als Matrix-
—

produkt dreier Drehmatrizen, so dass gilt e/ =
Z?Zl Dy;e;. Wie erhilt man die Komponenten z/
eines Vektors 7 beziiglich des gestrichenen Koordina-
tensystems aus denen des ungestrichenen? Die drei
Matrizen sollen nicht ausmultipliziert werden.

b) Zeigen Sie, dass bei einem Produkt von zwei Drehmatrizen D = Do D fiir die Win-
kelgeschwindigkeit & = Jy + Doy gilt, wenn &; zur Drehung Dy, ¢ = 1,2, gehort.
Hinweis: Verwenden Sie die Definition der & Komponenten aus & = DDT (vgl. Blatt
9, Aufgabe 1). Verwenden Sie die Identitdt ey, Dip Ding = Dgjcjpg fr eine beliebige
Drehmatrix D (Summenkonvention). Sie ist gleichbedeutend mit €4, Dyj Dip Ding = €jpg
(wieso?). Diese Identitdt wiederum soll aus der auf Blatt 10, Aufgabe 4 d) gezeigten
Invarianz €;;;, = €;j; unter Drehtransformation gefolgert werden.

c) Wie erhilt man &(¢, 0, 1) fiir die Drehung D(¢, 6, 1) von Teil a) aus den &J(v), &J(0) und
WJ(¢)? Verifizieren Sie mit den bekannten Winkelgeschwindigkeiten dieser Einzeldrehun-
gen, dass sich das folgende Resultat fiir die J(¢, 8,1)-Komponenten in der gestrichenen
Basis ergibt:

wi = cos O + sin hsind
wy = —sinb + cosYsindo,
w3 = U+ cosf¢ .

(vgl. Landau-Lifschitz, Band I, S. 128, Formel (35, 1), wo die Komponenten von & mit €2,
i =1,2,3, bezeichnet werden).

Fortsetzung mit Aufgabe 2 auf der Riickseite bzw. Seite 2
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9.
Aufgabe 2: Kinetische Energie eines rollenden Kegels 6 Pkte.

Berechnen Sie die kinetische Energie T" eines homogenen, geraden Kreiskegels mit Masse
M, Offnungswinkel 2 a und Hohe h, dessen Spitze fest im Ursprung O eines kartesischen
Koordinatensystems x,y, z liegt und dessen Mantel auf einer waagrechten (z,y)- Ebene
rollt. Fithren Sie den Winkel ¢ xon der x—Achse zur momentanen Beriihrgeraden des
Mantels mit der (x,y)—Ebene als Variable ein.

Rechnen Sie zunéchst die Haupttrigheitsmomente eines Kegels mit der Spitze als Ur-
sprung und der Symmetrieachse ldngs einer positiven z-Achse aus. Mit dem Satz von
Steiner danach auch die mit dem Schwerpunkt als Ursprung.

Aufgabe 3: Stabilitidt. bzw. Instabilitit beim kriftefreien Kreisel
2+1+4 24 2 =7 Pkte.

Fiir einen kréaftefreien Kreisel mit paarweise verschiedenen Haupttriagheitsmomenten
O, 0, und O3 gibt es drei verschiedene Losungen bei denen alle Winkelgeschwindigkeiten
konstant sind: Ww; = wy = w3 = 0.

a) Nennen Sie die drei Losungen der Euler-Gleichungen i), ii) und iii), entsprechend
den zeitlich konstanten mitrotierenden Achsen e, e; und e; auf. Bezeichnen Sie die
konstanten Winkelgeschwindigkeiten mit w!,7 = 1,2, 3.

Um die Stabilitidt solcher Losungen zu untersuchen, studiert man kleine Abweichungen
von ihnen und priift, ob sie zeitlich in der ,Ndhe“ dieser Losungen bleiben (stabil sind)
oder beginnen, exponentiell davon abzuweichen (instabil sind). Es geniigt, die Losung i)
mit konstantem w;(t) = w{ zu betracheten.

b) Nehmen Sie an, dass gilt: w;(t) = w) = const. und wy = wy(t) K wl, w3 = w3(t) <K
w). Schreiben Sie die Euler-Gleichungen, unter Vernachldssigung quadratischer kleiner
Groflen, auf.

c) Zeigen Sie, dass eine der Gleichungen weiterhin wy(t) = w? ergibt, und leiten Sie aus
den beiden anderen Gleichungen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir w, und ws
her.

d) Losen Sie diese Differentialgleichungen zweiter Ordnung, je nach dem Vorzeichen der
(©1 — ©3) (01 — ©)
O, O3
im Fall H < 0 instabil wird (exponentielles Anwachsen der klein angenommenen Abwei-

chungen). Was ergibt sich im anderen Fall H > 07

darin auftretenden Grofle H =

(w?)?. Zeigen Sie, dass die Losung

Damit ist gezeigt, dass bei einem unsymmetrischen kréftefreien Kreisel bei Drehungen mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit nur die um die Haupttriagheitsachse mit dem gréfiten
oder dem kleinsten Tragheitsmoment stabil ist, wahrend die um die Achse mit dem mitt-
leren Trégheitsmoment instabil ist.

EBlatt 11 = 21 Pkte.

Bitte geben Sie bei der Abgabe an, ob Sie im Bachelor- oder Diplomstudien-
gang sind (B oder D).

Die Ubungsblitter sind unter der folgenden Netzadresse zu finden:
http://www-itp.particle.uni-karlsruhe.de/~ wl/KTHPHII09pub/KTHPHII09Ueb




