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Aufgabe 1: Kriaftefreier symmetrischer Kreisel. Eulerwinkell6sungen
2+1+4+1+4 2 =6 Pkte.

Fiir den kréftefreien, symmetrischen Kreisel sollen zunéchst die folgenden Formeln fiir die
drei Komponenten der Winkelgeschwindigkeit im mitrotierenden Koordinatensystem K5
gefunden werden.

L L

w = é:@—lsinesintbzasin(ﬂtﬂLwo),
L L

Wy = @—i:@—ISinecoswzacos(QtﬂLwo),
L L

Wy = @_z:@—3c089:w§:const.

Dabei sind die Haupttrigheitsmomente mit Nullpunkt im Schwerpunkt ©; = O3, O3, der

erhaltenen Drehimpuls ist L = Le; und Q = S — O wy. Aus diesen drei Gleichungen

1
soll spiter dann die Zeitabhéngigkeit aller drei Euler-Winkel ¢, ¢ und 6 gefunden werden.
Diese Losungen wurden in der Vorlesung schon etwas anders hergeleitet.

a) Herleitung der oben angegebenen Gleichungen. Beginnen Sie mit den FEuler-
Gleichungen fiir den kréftefreien, symmetrischen Kreisel. Die Konstanz von ws folgt sofort.
Sie finden fiir w; und wy die oben angegebenen harmonischen Schwingungen mit Kreis-
frequenz 2 und einer gemeinsamer Amplitude a. Mit der Wahl L = L, (raumfest) und
der Figurenachse e; finden Sie die Drehimpulskomponenten im mitrotierenden System
als (L1, Lo, L3) = L (sin € sin 1, sin 0 cos v, cos 0). Die restlichen gesuchten Gleichun-
gen sind damit klar.

b) Aus der letzten Gleichung findet man 6 = 6y = const. Welche Bedeutung hat dieses
0y beim Kreisel?

c) Aus den beiden anderen Gleichungen finden Sie zunéchst 1 (t). Man findet auch die
gemeinsame Amplitude a von w; und wy aus 6y und anderen Konstanten.

d) Finden Sie zum Schlufl die Funktion ¢(¢) mit der Anfangsbedingung ¢(0) = ¢g. Siche
dazu das Ergebnis von Blatt 9, Aufgabe 1, fiir die Winkelgeschwindigkeitskomponente
wy. Damit ist die Zeitabhéngigkeit der Drehmatrix in der Euler-Winkel Parametrisierung
gefunden. Machen Sie sich die Bedeutung dieser Euler-Winkel ¢, 1, 6 an einer Skizze klar,
indem Sie die verschiedenen Kegel einzeichnen. Wieso liegt jederzeit &(t) in der (e, €3 (t))
Ebene? Welches sind die Winkelgeschwindigkeiten der Drehung um die Figurenachse und
um die (raumfeste) Drehimpulsachse?

Fortsetzung mit Aufgabe 2 auf der Riickseite bzw. Seite 2
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Aufgabe 2: Schneller schwerer symmetrischer Kreisel 3 + 3 =6 Pkte.

Falls der Rotationsenergieanteil beim schweren, symmetrischen Kreisel sehr viel grofier ist
als der potentielle Anteil vom Schwerefeld spricht man von einem schnellen Kreisel.

Es soll im Weiteren getestet werden, ob der schnelle Kreisel im extremen Fall, wenn
das Gravitationspotential U ganz vernachldssigt wird, d.h. ¢ = 0 gesetzt wird, in den
kréiftefreien, symmetrischen Kreisel iibergeht.

Beim schweren, symmetrischen Kreisel gibt es drei Erhaltungsgrofien, F, L, und Lz (wie-
so?). Fiir die Energie wurde in der Vorlesung gezeigt

1. (L, — L3 cos 0)* L3
E=-06,60 ’ =+ M 0,
SN Y=y 20, | gscos
mit ©, = O; + M s?, wobei s die Entfernung zwischen dem Kreiselstiitzpunkt und sei-

nem Schwerpunkt ist. Die Haupttriagheitsmomente beziehen sich auf den Schwerpunkt als
Nullpunkt des mitrotierenden Systems KS. Im betrachteten Fall ¢ = 0 ist der Drehim-
puls L eine ErhaltungsgroBe (wieso?), und man verwendet L = L e, mit der raumfesten
H

e.-Achse.

a) Skizzieren Sie die zwei Vektoren L und Eg = L3 e; und nennen Sie den Winkel
zwischen ihnen @', d.h. cos @ = e - e5. Wieso ist ' der Euler-Winkel §? Definieren Sie
den Differenzvektor L o= L — Eg. Wieso steht er senkrecht auf Eg? Schreiben Sie die
Energie E mit den Trégheitsmomenten O3 und ©, auf, und eliminieren Sie die Betrége
Ls und L durch L und Winkel 6—Grofien.

b) Adaptieren Sie die im Vorspann angegebene Energie fiir diesen Fall (¢ = 0), und
vergleichen Sie sie mit dem im Teil a) gefundenen Ergebnis. Zeigen Sie, dass sich aus
diesem Vergleich eine reguliire Prizession der ez —Achse (Figurenachse) um die e; Achse
(Drehimpulsrichtung) ergibt, wie es beim kréftefreien, symmetrischen Kreisel sein mu$.
Bestimmen Sie auch ¢(t) und ¢(t). Was ist beim Vergleich mit der Losung des kréftefreien,
symmetrischen Kreisels zu beachten? Vergleichen Sie das gefléndene@ Ergebnis fiir ¢ =:

1 — O3

©,

Q' = const. mit dem im kréiftefreien Fall gefundenen Q := wy, adaptiert fiir

diesen ¢ = 0 Fall des schweren Kreisels.

Aufgabe 3: Schwerer, symmetrischer Kreisel. Vertikale Drehachse 4 Pkte.

Es soll herausgefunden werden, ab welcher Winkelgeschwindigkeit w ein schwerer (homo-
genes Erdschwerefeld g), symmetrischer Kreisel (Haupttriagheitsmomente ©; = O, O3,
Masse M, Abstand des Schwerpunktes von der Unterstiitzung s) sich um die vertikale
z—Achse drehen kann, ohne instabil zu werden.

Beim schweren, symmetrischen Kreisel werden drei Erhaltungsgrofien verwendet: L., zur
Drehung um die vertikale z—Achse, L3 zur Drehung um die Figurenachse, die hier mit
der z—Achse iibereinstimmt. Daher gilt hier L, = L3 =: L. Ausserdem wird noch die
Energie, die mit einem verschobenen Energienullpunkt E’ heifit, verwendet:

1 .
E/ = 5 @J_ 92 + Ueff(COS «9),mit
L*(1 — cos 6)?
. 0)) = - M 1— 0) .
Uesr(cos(8)) 26, (1 — cos? 0) gs(1l—cos )
Die vertikale Drehung (§ = 0) ist stabil, wenn U(6) = U,;f(cos(f)) ein Minimum fiir
¢ = 0 hat. Es reicht, Ucss fiir kleine kleine 6 zu untersuchen. Welches ist die untere

Schranke fiir die Winkelgeschwindigkeit w?

EBlatt 12 — 16 Pkte.



