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1. Pendel mit bewegter Aufhingung (6 Punkte)

(a) Die Zwangsbedingung lautet

FFt)=F—7F)? -0 =@x—z,(t)’+22—12=0
Fiir die Zwangskraft gilt dann

7 = AVF = \2(z — 2,)€, + 22¢.]

Die Lagrange-Gleichungen 1. Art lauten

mr = —mgé. + 2 (1)
In kartesischen Koordinaten ergibt das

miE = 2\(x — z4(t))

mz = —mg + 2X\z

Jetzt benutzen wir Zylinder-Koordinaten:
x — x4(t) = lsinf
2z = —lcosf

und differenzieren zweimal. Das ergibt

i = i4(t) + I(cos 06 — sin 06%)
% = I(sin 00 + cos 06?)

Die Lagrange-Gleichungen 1. Art lauten jetzt

mi = mii,(t) + mi(cos 06 — sin 00%) = 2\l sin 0 (2)
m% = ml(sin 00 + cos #0%) = —mg — 2\l cos (3)



(b) Wir multiplizieren Gl. (2) mit cosf und GIl. (3) mit sinf. Dann addieren wir die

Gleichungen. Dies eliminiert A und ergibt

10 = —gsin @ — cos 0i4(t)
Wir betrachten kleine Auslenkungen 6, so dass sin ~ 6 und cosf ~ 1. Dann gilt
(1)
l

wobei wg = g/I. Fiir das Beispiel z, = z coswt gilt dann

0+ w2 = —

. €T
0+ wih = TOwQ cos wt

Wir machen einen Ansatz 0(t) = a coswt. Das ergibt
T w?
=(7) 7=
Also

2

0(t) = (%) wzwicoswt (4)

2
0 w

Die Zwangskraft konnte man jetzt aus Gl. (1) bestimmen:

—

Z =mr+ mge,

und 7= [(x4(t) +1sin 9)635 —lcos 0¢,]. Stattdessen konnen wir einfach A bestimmen,
da Z = 2\(F — 7)) und |Z| = 2I|\|.

Aus Gl (3) leiten wir

_ m . . .2
A= ST cosd [l(sm«%—i—cos@@ )+g}

her. Fiir kleine Auslenkungen ergibt das

2

)\z—% (ﬁ) [gﬂeéﬂéﬂ -5 (1+92> [g+leé+l9'2}

2
L <g+ge—+l09+l02)

und

21 2

(Wir vernachléssigen Potenzen hoher als 2 in ). Dann ist

mg 62 1 o
A — 1+ — + —00 —6’
21 ( * 2 * w? * w?

Jezt setzen wir Gl. (4) ein. Dann

mg :Eg w? 21 9 w?
)\:—2—1 1—|— l_2 W §COS wt—w—gCOSQ(A)t

Da < 1 — (z0/l) < 1 ist A negativ. Dann

2
1+ xQ w? l cos® wt — w—Q cos 2wt
2 ) \w2—w? 2 w?

Es ist klar, dass Z zur Aufhéingung gerichtet ist (A <0).

Z) =




2. Atwoodsche Fallmaschine (6 Punkte)

(a) Die Zwangsbedingung lautet F'(z1, z2) = 21 + 22 + (L — mR) = 0. Beachten Sie, dass
z1 und 2o negativ sind und die Aufgabe nur sinnvoll ist, wenn L > wR.

(b) Die Lagrange-Gleichungen 1. Art lauten:

OF (2,
miz; = —mig + )\M = —myig + A (5)
82’1
oF
MoZy = —Mmag + )\M = —Mag + A (6)
822
F(Zl, 22) =0 (7)

Von Gl. (7) folgt 2 + 2, = 0. Wir finden #; und Z; aus Gl. (5) und (6). Dann

o A A
21+22:—g+——g+—=0
m mo
Das ergibt
_ 2gmamg
n my + Mo
Wir setzen dies in die Gl. (5) ein und bekommen
(my +mg)2 = —(my —ma)g

Durch Intergieren bekommen wir die Losung:

1 /mi—ma 9
t)=—| — t t
21() 2 <m1+m2) gt +cit+cg

29(t) = —(L —mR) — z(1) ,
und die Konstanten ¢; und ¢y werden durch die Randbedingungen bestimmt, d.h.

1
=0 und Co:—a(L—WR)

(¢) Die Zwangskrifte auf die beiden Massen sind gleich, Z; = Z, = \é, = % €,.

Die Achse der Welle mufl dann die Kraft Zl + Zg aufnehmen. Fir m; = my = m ist
7y + Z5 = 2mg gleich dem Gewicht der beiden Massen. Fiir m; # my ist die Kraft
kleiner als (my + my)g. Das folgt aus 4mi;msy < (mq + ms)?. Das bedeutet, dass ein
Teil der Gewichtskrifte zur Beschleunigung der Massen dient.

3. Das hingende Seil (8 Punkte)

(a) Wir betrachten ein kleines Teil des Seils (Fig. (1)). Da das Teil sich nicht bewegt,
ist die Summe aller Krifte null. T'(z) ist die Spannungskraft die entlang des Seils
gerichtet ist. Die Projektionen auf €, und auf €, ergeben



T(x+dx)
) 9 (x+dx)

5 0(x)
X X+dx

T(x)

Abbildung 1: Ein kleines Teil des Seiles.

T(z)cosf(x) =T (x + dx)cosb(x + dx) , (8)
T(x +dz)sinf(x + dx) — T(x)sin0(x) = pgdl = pgdz/ cos 0(x) 9)

wobei pdl die Masse des Teils, dl die Lénge des Teils, und p die Dichte des Seiles
sind.

Von Gl. (8) folgt, dass T'(x) cosf(x) = C' und C' ist eine Konstante. Dann setzen
wir T'(z) = C'/cosf(z) in die Gl. (9) ein. Das ergibt
d D

%tanﬁ - cos 6

und D = pg/C. Wir fiihren jetzt g(z) = tan ein. Dann gilt

d
—qg=Dv1 2
d;z:g +y9

Die Losung dieser Gleichung ist einfach (man kann z.B. Separation der Variablen
anwenden).
g(z) = sinh(Dzx + ¢)
c ist eine Konstante.
Wir beobachten, dass tan = dz/dz. Integration ergibt

cosh(Dzx + ¢
2(x) = g
D
wobei h eine weitere Konstante ist.

+h

Die Wahl der Koordinatensystems und die Randbedingungen ergeben:

cosh(D1/2)
5

Die Konstante D kann durch die Lénge des Seils und die Abstand zwischen A und
B bestimmt werden. Wir kénnen immer den Ursprung der Koordinaten so wéhlen,
dass ¢ = 0. Jetzt berechnen wir die Lénge des Seils durch

c=10 und h =



Wir haben

1
=V 1+tan?0 = /1 + ¢g2 = cosh(Dx)

cos 6

L 1. Di L . Di
5D sinh <7) & ED = sinh (7) (10)

Diese Gleichung gibt den Parameter D als Funktion von [ und L. Hier geht nun ein,
dass L > [ sein muss: Vergleicht man die Ableitungen der beiden Funktionen von
Gl. 10 (Funktionen von D!) an der Stelle D = 0, so muss gelten

Das ergibt

>

N
DN | —~

damit es eine Losung D > 0 gibt.



