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1. Mathematische Quickies (6 Punkte)
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2. Lagrange-Formalismus zweiter Art: Einige Langrange-Funktionen (6 Punkte)

(a) Wir benutzen x = x4(t) + [sinf und z = —lcos 6. Fiir die kinetische Energie gilt

T(xg + 2,1 cos 00 + 126%)

T =2 +2) = 2
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Die potenzielle Energie ist

U=mgz= —mglcost



Die Lagrange-Funktion dann lautet

L=T-U-= %(:cg + 24,1 cos 00 + 126%) + mgl cos 6
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und schliefilich

Die Bewegungsgleichung ist

Das ergibt

16 = —gsinf — cos 0

(b) Durch Einfiihrung der Koordinate x; des Punktes m; und des Winkels 6 zwischen
dem Pendelfaden und der Vertikalen erhélt man die Lagrange-Funktion

miy+mg ., Mo

L= ) ]+ 5 <1292 + 210i, cos 9) -+ magl cos 6

(c¢) Hier hat man
x(t) = s(t) cos(wt) und  y(t) = s(t) sin(wt)
und damit ergibt sich die Lagrange-Funktion zu

L= % (8* + s"w?) — mgssin(wt) .

Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung zu

§ = w?s — gsin(wt)

3. Das ebene Doppelpendel (8 Punkte)
(a) Wir haben 21 = lsin¢q, 21 = —lcos ¢y, xo = x1 + Isin g, und z5 = z; — [ cos ps.
Dann gilt

i1 = lgy cos ¢
4 = lgysingy
To = léﬁl cos ¢1 + quQ COS (9
2y = Iy sin ¢y + Ly sin by
Die kinetische Energie dann lautet
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T = §m1(xf+zf)+§m2(:c§+z§) = §(m1+m2)l2¢f+§m2l2 ((;53 + 2 cos(¢y — ¢2)¢1¢2)
wobei Wir cos ¢; cos 9 + sin ¢y sin ¢o = cos(¢; — ¢o) benutzt haben.

Die potenzielle Energie lautet

U = g(miz1 + mazo) = —(my + mg)gl cos 1 — magl cos ¢,



Die Lagrange-Funktion ist
L(¢1, p2, élu ¢2) =T-U

Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art lauten %%Ll = gT)Ll und %%LQ = 59752. Das
ergibt
b1+ e | B sin(61 — 02) + dacos(on — 6)| + Fsin (M)

ba + [—Qﬁ sin(¢1 — ¢2) + ¢1 cos(¢y — ¢2)} + % sings = 0 (2)

Fiir kleine Schwingungen ¢; < 1, ¢o < 1 konnen die Gleichungen (1) und (2)
linearisiert werden. Das bedeutet, dass wir die folgenden Naherungen benutzen:
sin ¢y & ¢1, Sin gy & g, cos P1 = 1, cos P9 ~ 1. Dann gilt auch sin(¢p; — o) = ¢1— 9
und cos(¢1 — ¢o) ~ 1.

Das fiihrt zu folgenden Gleichungen:

o1 + S b2 + %251 =0 3)
g'z92+éz51+%¢>2 ~ 0. (4)

Um diese Gleichungen zu 16sen, benutzen wir den Ansatz
¢1 — aleiwt’ ¢2 — a26iwt’ (5)

wobei w eine Frequenz ist, die wir bestimmen wollen. Wir setzen den Ansatz in
Gl (3) und (4) ein. Dann eliminieren wir a; durch
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und zeigen, dass w durch folgende Gleichung bestimmt wird:
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Die Losungen dieser Gleichung lauten
9/

LF /ma/(my +ms,)

W2 =

Fiir my > mo gilt
2 ~
wi ~ g/l
Das bedeutet, dass die Masse m; fast ruhig ist, und die Masse ms oscilliert mit der

iiblichen Frequenz m
Fiir m; < my gilt
w? ~g/(21)

und

Wi~ (29/1)(ma/my)
Die erste Mode (w_) entspricht einem Pendel der Linge 2. Fiir diese Mode gilt
as =~ ay, d.h., dass das Doppelpendel sich wie ein einzelnes Pendel der Lange 2/
bewegt. Fiir die zweite Mode gilt ay &~ —a;. Das bedeutet, dass die Masse msy
ungefihr in Ruhe ist und m; schwingt.



