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1. Sphérisches Pendel (8 Punkte)

Betrachten sie eine Kugel der Masse m, welche an einem masselosen Stab mit fester
Lange [ aufgehdngt ist. Der Aufhédngepunkt soll sich dabei im Ursprung einer Ebene
(etwa der Zimmerdecke) befinden, die als z-y-Ebene gewihlt wird. Die z-Achse zeige
dabei nach unten (siehe Abb. 1).

Abbildung 1: Das sphérische Pendel

(a) Die generalisierten Koordinaten seien die Winkel § und ¢ fiir die Auslenkung aus
der Senkrechten und die Projektion in die z-y-Ebene. Bestimmen Sie die Lagran-
gefunktion L£(6,0; ¢, ). (2 Punkte)

(b) Bestimmen sie die beiden verallgemeinerten Impulse p, und py. Zeigen sie, dass p,
erhalten ist, da ¢ eine zyklische Koordinate ist. Zeigen sie zudem, dass p, = L. gilt

wobei L, die z-Komponente des Drehimpulses L = m(7 x 7) ist. (2 Punkte)

(c) Bestimmen Sie unter Ausnutzung dieser Erhaltungsgrésse die Bewegungsgleichung
0 = f(0) fur O(t). Wie lautet f(0) fir kleine 67 Interpretieren sie die beiden
auftretenden Terme. (2 Punkte)

(d) Zeigen Sie, dass diese Gleichung (im Falle kleiner #) néherungsweise in einen harmo-
nischen Oszillator mit verschobener Ruhelage 6, iibergeht. Welche Bewegung fiithrt
das Pendel aus (qualitativ, ohne Losung)? (2 Punkte)

Hinweis: Die Ruhelage 6, des Pendels erhalten sie iiber die Bedingung f(6y) = 0
(begriinden sie dies auch). Fiihren sie anschlieend eine Taylorentwicklung bis zur

ersten Ordnung um den Punkt 6y durch: f(0) = f(6y) + f'(60)(0 — 6y).

2. Mathematisches Pendel in 2 Dimensionen - Energieerhaltung (5 Punkte)

Das mathematische Pendel (eine Masse m héngt an einem masselosen Faden der Lange
[ im Schwerefeld der Erde) soll durch Ausnutzen der Energieerhaltung gelost werden.
¢ ist der Auslenkungswinkel aus der Senkrechten.



(a) Geben Sie die Lagrangefunktion L(p,¢) an . Bestimmen sie dann mittels £ =
@g—é — L die Energie des Systems. Priifen Sie zuletzt explizit nach, dass Energieer-

haltung gilt, indem sie — = 0 unter Ausnutzung der Euler-Lagrange-Gleichung
berechnen. (2 Punkte)
(b) ©(t) soll nun fiir eine gegebene Energie E berechnet werden, ¢ sei klein: Schreiben

_ 1
Sie dazu F = E(p,¢) in der Form ¢ = u(p) und dann W@ dy = dt. Entwickeln
ulyp
. . . . . . dfl’ .
sie dazu das Potential bis zur zweiten Ordnung in ¢ und verwenden sie [ Vi

arcsin(z). Wie lautet also ¢(¢)7 Wo gehen die Anfangsbedingungen ein ? Geben
Sie ¢(t) an fiir ¢(0) =0 und $(0) = wy. (3 Punkte)

. Orthogonale Transformationen und Drehimpulserhaltung (7 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen sie sogenannte orthogonale Transformationen kennenlernen.
Darunter versteht man Abbildungen 7' : R3 — R? 7 — 7/ = T(Z¥) = DZ mit D € R3*3,
fir die gilt: (%, y) = (T'(Z), T(y)), wobei (-, -) das Standartskalarprodukt bezeichnet.

(a) Zeigen sie, dass die Abbildung T ldngenerhaltend ist, d.h. dass gilt |Z| = |T(Z)].
Zeigen sie zudem, dass fiir orthogonale Transformationen DT D = 1 und det(D) =
+1 gilt. (2 Punkte)

Abbildungsmatrizen mit det(D) = +1 nennt man Drehmatrizen (man nennt die Menge
dieser Matrizen auch SO(3): special orthogonal group). So ist z.B. eine Drehung um die
2-Achse um den Windel a gegeben durch

cos(a) —sin(a) 0
D.(a) = | sin(a) cos(a) O] . (1)
0 0 1

(b) Priifen sie die Eigenschaften DTD = 1 und det(D) = +1 fiir die Matrix D, ()
explizit nach und testen sie fiir o = 7/2 die Wirkung auf die Vektoren @ = (1,0, 0)7,
b=(1,1,0)" und ¢= (0,0,1)7. (1 Punkt)

In der Vorlesung haben sie das Noether-Theorem kennengelernt, welches einen Zusam-
menhang zwischen Symmetrien eines physikalischen Systems und Erhaltungsgrossen

(oft auch Integrale der Bewegung genannt) herstellt. Zur Herleitung wurde davon ausge-
gangen, dass es eine Schar von Kurven ¢;(t, «) gibt mit der Eigenschaft £(g;(t, ), ¢;(t, o), t) =
L(q;(t),q;(t),t). Die erhaltene Grole () ist dann gegeben durch

dq;
Q:ija—oj
J

wobei p; den verallgemeinerten Impuls bezeichnet.

(c) Die Ableitung der Erhaltung des Drehimpulses folgt aus der Isotropie des Raumes,
welche impliziert, dass sich die mechanischen Eigenschaften eines abgeschlossenen
Systems bei einer beliebigen Drehung des Gesamtsystems nicht &ndern.
Betrachten sie dazu zuerst in kartesischen Koordinaten eine infinitesimale Drehung



(Winkel da) eines Ortsvektors 77 um die z-Achse €, unter Verwendung der Drehma-
trix (1) und zeigen sie, dass gilt

=74 (e, xM)da &  di= (6 x)da.

Machen sie sich dann klar (Skizze!), dass fiir die Drehung des Ortsvektors 7; um
eine beliebige Achse 7 gilt

dr; = (M x 75) de..
und zeigen sie damit und unter Verwendung der Relation @- (b x @) = b- (¢ x @) =

@+ (@ x b), dass der Gesamtdrehimpuls L = 3 ;75 X Pj des Systems erhalten ist.
(2.5 Punkte)

Die Lagrangefunktion des Kepplerproblems (fiir die Relativbewegung) ist gegeben
durch - o
L="7F24 =
2 rot r

Finden sie die Bewegungsgleichung fiir 7. Begriinden sie (i) durch Symmetrieiiberle-

gung (ohne Rechnung) und (ii) durch explizites ausfithren von i—f, dass der Drehim-
puls in diesem Problem erhalten ist. Reduzieren die damit die Dimensionalitét der
Lagrangefunktion entsprechend. Berechnen sie zudem die Energie und eliminieren
sie darin die zyklische Variable.

(1.5 Punkte)



