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1. Sphérisches Pendel (8 Punkte)

(a)

Transformation auf die generalisierten Koordinaten (= Kugelkoordinaten):

x = l[sin(0) cos(p) & = lcos(f) écos(cp) — Isin(#) sin(p)¢
y = Isin(0)sin(p) = gy = lcos(d)0sin(p) + Isin(d) cos(p)
z = lcos(0) z = —lsin(6)0

1
Kinetische Energie: T = §m(5i’2 +97 + ) =

1 .
T = §ml2{ (0)% [cos?() cos ( ) + cos*(f) sin? ( ) + sin?(0)]+
+(<p)2 [sin®(6) sin? () + sin?(#) cos?(p)]+
+205[0] }
1 .
= ol [0+ sin?(6) ()]

potentielle Energie:

V =mgh = —mgz = —mgl cos(0)
fiir geeignet gewéhlten Bezugspunkt h = 0. Damit lautet die Lagrangefunktion

£00,0:9) = 5l [(6)? + (sin(8) $)°] + mal cos(6)

Lagrangegleichung allgemein: g@_ﬁ = 8_£ fiir jede generalisierte Koordinate ¢ .
dt 0¢  0Oq
Zuerst: q¢ = ¢, or or
pwza—(p = mi?sin®(0) ¢ 7 =0
d d . ) [ sin(0))? &
= P = ELZ =0 mit L, :=m(lsin(f))*¢

Bedeutung: Es gibt offenbar eine Erhaltungsgrofie (= Integral /Konstante der Be-
wegung). Dies ist L., der Drehimpuls in z-Richtung. L, ist erhalten, weil die
Lagrangefunktion nicht von ¢ abhéngt (p ist eine “zyklische” Koordinate), also
symmetrisch beziiglich (= invariant unter) Drehungen um die z-Achse ist. Letzte-
res ist ja auch anschaulich klar.

(Achtung: die Erhaltungsgrofie ist der Drehimpuls L., nicht etwa die Winkelge-
schwindigkeit ¢!)
Nun: ¢ =46,

oL

ng—.:mZQé %

% 50— mi? sin(0) cos(6) (¢)* — mgl sin(0)



(c) Die Bewegungsgleichung fiir 6 ist damit gegeben durch
b= —% sin(6) + ()2 sin() cos(0)

Wenn wir jetzt ¢ durch L, ersetzen, erhalten wir eine (nichtlineare) Bewegungs-
gleichung alleine fiir 6(t), denn L, ist ja zeitlich konstant. Einsetzen von ¢ =
L. / (mI%sin*(#)) ergibt also

L? cos(0)

. g .
i — _9gin(g) + =8
sin(6) + m214 sin® ()

l
Fiir kleine Auslenkungen 6 entwickelt man wie iiblich sin(f) ~ 6 und cos(f) ~
1 = 72

i=16), fO)=-26+

Diese Bewegungsgleichung ist natiirlich immer noch nicht ohne weiteres 16sbar. Of-
fenbar setzt sich die generalisierte “Kraft” f(6) aus zwei gegensétzlichen Anteilen
zusammen: die riicktreibende Kraft —26 des harmonischen Pendels und die nach
auflen gerichtete Zentrifugalkraft.

(d) Es ergibt sich eine neue Ruhelage 6y > 0, die durch L, bestimmt wird, was wiederum
durch Anfangsbedingungen vorgegeben wird. Ruhelage:

9 1/4
fbo) =0 — 00:( L )

m2gl3

Die Naherung besteht nun darin, fiir kleine Auslenkungen um diese Ruhelage zu
entwickeln: Taylor:
: : g L
f(0) = f(6o) +1'(0o) (6 — o) . ['(6o)=—5—3 —4
——

[ Tmier
=0

~|

Einsetzen von f() liefert die genéherte Bewegungsgleichung fiir 6(t) ,

f(t) + 4%[9@) 0] =0
also ein harmonisches Pendel (Oszillator) mit verschobener Ruhelage 6, und erhohter
Eigenfrequenz wy = 24/g /1. Dieser Pendelbewegung in 6-Richtung ist eine Kreis-
bewegung in der z-y-Ebene iiberlagert. Diese ist allerdings nicht gleichférmig, da
(wie gesagt) ¢ nicht konstant ist (sondern L,). Nur im Spezialfall §(t) = 6, (also
wenn keine Schwingung vorliegt) ist qb =const.

2. Mathematisches Pendel - Energieerhaltung (5 Punkte)

(a) Angenommen, das Pendel schwingt in der xz-y-Ebene, y zeigt nach unten (Richtung
der Schwerkraft), dann ist = = Isin(p),y = lcos(p), und die kinetische Energie
lautet (wie iiblich) T = imi?*(¢)?. Die potentielle Energie ist U(p) = mgh =
—mgl cos(yp) . Damit

L(p.9) = T—U=mi(@) - Uly)
.OL

. o vs= _1 2/ .7\2
E(p,¢) = ¥ £—2ml (@) +Ulp)



Energieerhaltung;:

dE .. 0Up), [ ,. oUT .
dt_ml 0P+ 20 = mlap+&p ©

Mit der Lagrangegleichung

ia_ﬁ_a_ﬁzo — ml2¢+a—U:0
'

dE _
folgt sofort 57 = 0.

Da die Gesamtenergie erhalten ist, konnen wir diese auf einen willkiirlichen festen
Wert E setzen und nach ¢ auflésen:

= : dyp 2(E -U(p))
E=FE(p,¢) = (p_dt Tk

Trennung der Verdnderlichen und Integration beider Seiten,

\/ at — at= ,/ _U dap:>tt0—\/7/\/7

Fiir kleine Auslenkungen mit cos(y) ~ cp wird das Potential

1
Ulp) = 5mgl ©* —mygl

und wir miissen das Integral

- ml2/ dy
—to =1/ _
2 \/(E+mgl

) — 2mgl ?

berechnen. Die Konstante mgl kann als Bezugsenergie in F absorbiert werden,
(E 4+ mgl) — E (d.h., wir messen E relativ zu —mgl; wir hiitten auch schon
am Anfang einen entsprechenden Bezugspunkt im Potential wéhlen kénnen). Das

Integral lautet dann
t— 1ty = /
0 2E / _ mgl

5 ¥
[mgl
Mit der Substitution z = % ¢ wird daraus

l
= arcsin(z) —C' = arcsin < g go) —C mit w=,/2

t t
o) /\/1—:L‘2 2F l

Die beiden Integrationskonstanten ¢y und C' kénnen zusammengefasst werden, ¢ :=
u)to — C,



Fiir die Energie F wurde wieder E geschrieben.

Das ¢(t) von oben entspricht der allgemeine Losung der Bewegungsgleichung (La-
grangegleichung) ¢-+w?p = 0. Die Anfangsbedingungen ((0) und ¢(0) stecken hier
in der Integrationskonstanten ¢ und der (ebenfalls konstanten) Erhaltungsgrofie E

¢<o>:—,/i—flsin<¢> , ¢<o>=,/;—§lwcos<¢>

Mit diesen zwei Gleichungen kénnen die Anfangsbedingungen in ¢ und E umge-
rechnet werden und umgekehrt. Beispiel:

. 2F wWo Wo .
00)=0 = Pv=0, ¢0)=wy = mal = () u)sm(w)
3. Orthogonale Transformationen und Drehimpulserhaltung (7 Punkte)

(a) Die Langerhaltung priift man leicht durch

7" = (2,7) = (T(2),T(@)) = |T@)]
Fiir diese Abbildungen gilt
gy = (29 =(T(),T(§) = (Dz)" - (Dy) =" D' Dy
und damit lisst sich die Eigenschaft DT D = 1 ablesen. Mit dem Multiplikationssatz
fiir Determinanten folgt
1 = det(1) = det(D* D) = det(D")det(D) = (det(D))?
und damit
det(D) = £1

Die genannten Eigenschaften priift man leicht nach. Die Matrix ist fir o = 7/2
gegeben durch
-1

Difr/2)= |1 0

S = O

Es gilt
D.(r/2)a = (0,1,0)7, Dz(w/Q)g: (—1,1,0), D,(n/2)c=¢

Die Vektoren werden also jeweils um 90° im Sinne der rechten Hand Regel gedreht.
Da ¢ auf der Drehachse liegt, bleibt er natiirlich unverandert.

Fiir einen infinitesimalen Winkel da gilt

1 —da 0
D.(da)={|da 1 0
0 0 1
und damit (7= (z,y, 2)T)
T —y T 0 x
=D, (da)r=|y|+da| z | =|y| +da|0] x [y | =7+ (€ x F)da
z 0 z 1 z



Die lésst sich mit einer Skizze leicht eine allgemeine Drehachse verallgemeinern. Die
Anderung dr steht dabei jeweils senkrecht auf der Drehachse und dem zu drehenden
Vektor 7.
Damit kann man die auf dem Blatt gegebene Relation schreiben als

dr; L

d—oj = (11 x 1)

Setzt man dies in die angegebene Beziehung des Noethertheorems ein, so erhélt
man unter Verwendung der angegebenen Beziehung (in kartesischen Koordinaten)

Q=) wlixr)=i-Y 7xp=i-L
- A

J

und damit ist der Drehimpuls L erhalten.
Die Euler-Lagrange-Gleichung fiihrt auf die Newtonsche Bewegungsgleichung

5 (6]
pr=—3T

Aufgrund der Rotationsinvarianz des Potentials ist der Drehimpuls in diesem Pro-
blem erhalten. Dies rechnet man auch leicht mittels

dE <;><;’—|—*><;> YR Oéqxq 0

— =p(TXTHTXT) =p(FXT——" X7 =

a M a 3
nach. Die Bewegung verlduft also n einer Ebene (wir wihlen die z-y-Ebene). Nach
Einfithrung von Polarkoordinaten r, ¢ erhalten wir

L=5 )+
Die Variable ¢ ist zyklisch, py = m’r’% = L, entspricht der z-Komponente des
Drehimpulses. Da ebenfalls die Energie erhalten ist konnen wir schreiben

H .o L? «

B="1 .
2T +2m7’2 r

Die Losung dieses Problems wurde in aller Ausfiihrlichkeit auf Aufgabenblatt 0
gegeben.



