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1. Hauptachsentransformation (4 Punkte)

(a) Hier gilt

4 =2
A_<_2 4) und C=6.

Die Punkte in der x; — x5 Ebene, die diese Gleichung erfiillen bilden eine “gedrehte”
Ellipse (sieche Abbildung).
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(b) Die Matrix A hat die Eigenwerte 2 und 6 mit den zugehorigen Eigenvektoren
—55(1,1)" und —5(—1,1)". Damit lautet die Matrix S

V2 V2
1 /1 -1
=500 7)

STAS:D:<2 0).

und es gilt

0 6

Da fiir eine orthogonale Matrix S—! = ST gilt kénnen wir die angegebene Relation
wie folgt umkehren
r=Sy = ¢=25"7.
Damit lisst sich schreiben (STS = SST = 1)
7T A7 = #7SSTASST% = #7SDST% = ' Dij = 2y} + 6y2 = 6

was einer Ellipsengleichung entspricht. Damit ist die geometrische Interpretation
folgende: Man wéhlt das neue Koordinatensystem (d.h. die y;,y> Koordinaten)
so, dass die Achsen der Ellipse entlang der Richtung der y;, yo-Koordinatenachsen
zeigen. Speziell in diesem Falle entspricht dies einer Drehung um /4.



2. Dreiatomiges lineares Molekiil (8 Punkte)

(a) Die Langrangefunktion dieses Systems ist gegeben durch

L= % (43 + 43 +43) — g (w2 — 21)? + (23 — 22)?] .

Dies lasst sich auch schreiben als

1 1
1= (=72 = W o

v

mit den beiden (symmetrischen) Matrizen

m 0 0 k- —k O
M=10 m 0 und V= |-k 2k —k
0 0 m 0 —k k
Die Bewegungsgleichungen fiir ein [ (I = [, 2, 3) lauten mit %g—é — g—fl =0

Z [Myi; + Vi) = 0.

Dies ergibt als Vektor zusammengefasst
MZ+VE=0.

Die Matrix V is nicht positiv definit, denn fiir den Vektor a = (1,1,1)7 gilt a”Va =
0 (siche unten fiir weitere Diskussion).

(b) Der Ansatz Z(t) = Zpe ™" fithrt mit #(t) = —wZpe ™" auf
—MwToe ™ + Vige ™ =0 = (V-wM)Z=0.

Damit diese Gleichung nichttriviale Losungen besitzt muss det(V — w?M) = 0
gelten, also

E—w?m —k 0
0= —k 2k — w?m —k
0 —k kE— w?m

Eine Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt

0 = (k—wm)*(2k — w2m) E*(k — w?m) — k*(k — w?m)
= (k—w’m) [(k — w’m)(2k — w*m) — 2k?]
= (k—w?m) [m*w* — 3kw*m]
)

= (k—wmmw2(3k—w m)

Damit lauten die Losungen

k 3k
Wi ) Wy m ) Ws m
Die zugehorigen Eigenvektoren finden sich als
1 1 1
510 = 1 ) 5270 - 0 ) 530 = —2



Zunichst zur Losung mit w} = 0. In Normalkoordinaten wiirde die enstprechende
Gleichung lauten ) )

G+uwiE=6=0
und damit ist die Losung gegeben durch

Z1(t) = Z10(B1t + aq),

was einer gleichformigen Bewegung des gesamten Molekiiles entspricht. Dies ist
moglich, da fiir uniforme Auslenkung x; = x5 = 23 das Potential V (1, z2, x3) stets
gleich Null ist und dort somit keine Riickstellkraft wirkt.

(Ganz gut veranschaulichen ldsst sich das im Fall von nur einer Feder, die mit
zwei Massen verbunden ist. In diesem Fall ist das Potential V(z1,22) = &(zy —
x1)? (siehe Abb.). Hier ist sehr gut ersichtlich, dass fiir x; = x5 (d.h. entlang der

Winkelhalbierenden in der z — y-Ebene das Potential stets Null ist.) Das Potential
besitzt also entlang dieser Linie kein absolutes Minimum, d.h. die Hesse-Matrix,
welches ja gerade der Matrix V' entspricht ist nicht positiv definit (sondern positiv
semi-definit).

Schreibt man fiir die iibrigen beiden Lésungen C; = |Cjle™* mit reellem ¢; so
ergibt sich fiir die allgemeine Losung
1 1 1
)= 1] (Lit+a1)+ | 0 | Bacos(wat + ) + | =2 | B3 cos(wst + a3)
1 -1 1

mit den sechs reellen Konstanten «;, 5; (i = 1,2,3). Es sind sechs Konstanten, da
wir es mit drei Differentialgleichungen zweiter Ordung zu tun haben.

(c) Die beiden Randbegingungen fithren auf die Gleichungen

ag + P cos(az) + fB3cos(az) = 0 (1)
ay —2f3cos(az) = 0 (2)
ay — Pocos(ag) + P3cos(az) = 1 (3)
1 — Powg sin(ag) — fawssin(az) = 0 (4)
B3 + 203wssin(ag) = 0 (5)
B1 + Paws sin(as) — fswssin(az) = 0 (6)

z.B. fithrt Addition von (1) und (3) und dann Addition der resultierenden Gleichung
mit (2) auf oy = 1/3. Ebenso fiithrt Addition von (4) und (6) und dann Addition
der resultierenden Gleichung mit (5) auf 5, = 0. Insgesamt ergibt sich hier:

1 1 1
al:g’ /81:0, O[QZO, ﬁ?z_a O[3:0, ﬁ3:6



3. Ebenes Doppelpendel (8 Punkte)
(a) Wir beginnen mit der kinetischen Energie. Die Gleichgewichtspositionen sind ¢; =
¢ = 0 und somit

MZQ‘Q m212
T —
9 o+ 9

M= <Ml2 m2l2) .

m2l2 m2l2

¢522 +m2l2¢1q§2 = QZ_;TMGZ;

Fiir das Potential benuzten wir cos(z) ~ 1 — %2 Unter Vernachlassigung des kon-
stanten Terms (irrelavant in einem Potentialausdruck) erhélt man

1 1oy -
U =5 (Mgls} +magldh) = 56"V

(Mgl 0O
V= ( 0 mggl) ’

In diesem Falle ist V positiv definit, da fiir beliebige @ € R? (mit a@ # 0) gilt:
a'Va = Mgl a? + maglad > 0.

mit

(b) Wie schon oben gezeigt erhélt man die geiinschte Bewegungsgleichung und die Be-
stimmungsgleichung der w?. Es muss hier also gelten

2ml(g —w?l)  —w’ml? o272 212 4,274 _
K —w?*ml? mil(g — w?l) =2m7l* (g —wl)* —w'm " =0,

also

1
P o= |g-fll= =0l = (5w

V2

1
(9 —w)’ = Sw
Damit folgt schliesslich (wg = g/1)
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Dies kann man direkt mit Aufgabe 3 von Blatt 4 vergleichen. Die zugehorigen
Eigenvektoren sind gegeben durch

1 . 1
¢o,1 =0 (lﬁl) ) ¢o,2 = Co (\{5) .

Dies hat folgende Interpretation: Die erste Eigenvektor korrespondiert zu einer Be-
wegung der beiden Massepunkte in gegensinniger Richtung, wobei der zweite Ei-
genvektor eine Bewegung der beiden Massepunkte in gleichsinniger Richtung be-
schreibt. Es gilt nun

STMS = 2mi? (<1 —1/V2)et 0 )

0 (1+1/v2)c

und damit gilt

2 1 2 1
1
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