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1. Trägheitstensor, Hauptachsen und Steiner’scher Satz (6 Punkte)

In der Vorlesung haben sie den Trägheitstensor Iik eines starren Körpers kennengelernt,
der in der diskreten Fassung in einem gegebenen Koordinatensystem mit Basisvektoren
~ei (i = 1, 2, 3) wie folgt gegeben ist

Iik =
∑

l

ml

(

~x2

l δik − (xi)l(xk)l

)

.

Die Summe erstreckt sich dabei über alle Massepunkte.

(a) Zeigen sie, dass der Trägheitstensor symmetrisch ist, d.h. dass gilt

Iik = Iki .

(1 Punkt)

(b) Schreiben sie die Matrix I explizit aus. (1 Punkt)

(c) Da die Matrix I symmetrisch ist, lässt sie sich mittels einer Hauptachsentransfor-
mation diagonalisieren, d.h. es gibt eine orthogonale Matrix A mit der Eigenschaft

I ′ = AT IA = diag(I1, I2, I3)

wobei diag(I1, I2, I3) die Diagonalmatrix bezeichnet, welche die sogenannten Haupt-

trägheitsmomente Ii(i = 1, 2, 3) auf der Diagonalen hat (diese entsprechen den Ei-
genwerten der Matrix I). Die Matrix A besteht aus den zugehörigen normierten
Eigenvektoren ~e ′

i als Spalten, welche den sogenannten Hauptachsen entsprechen.
Welche Gestalt hat I in dem neuen Koordinatensystem mit Basisvektoren ~e ′

i ? Zei-
gen sie, dass gilt

Ii + Ij ≥ Ik i 6= j 6= k = 1, 2, 3 .

(1 Punkt)

(d) Zeigen sie, dass gilt
Spur (I) = Spur (I ′) .

(1 Punkt)

(e) Beweisen sie den Steiner’schen Satz: Sei ein Trägheitstensor Iik in einem körper-
festen Koordinatensystem gegeben, dessen Ursprung gleich dem Schwerpunkt ist.
Der Trägheitstensor Ĩik in einem um einen konstanten Vektor ~a = (a1, a2, a3)

T ver-
schobenen Koordinatensystem ist dann gegeben durch

Ĩik = Iik + M(~a2δik − aiak) .

Hier bezeichnet M die Gesamtmasse des starren Körpers (M =
∑

i mi). (2 Punkt)



2. Trägheitstensor einer diskreten Massepunkteverteilung (8 Punkte)

Betrachten sie die unten abgebildete Anordnung von Punktmassen m 6= M in der
x-y-Ebene. Die masselosen starren Verbindungsstangen haben die Länge a .
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(a) Man berechne die Komponenten Ĩik des Trägheitstensors bezüglich des Ursprungs.
(2 Punkte)

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte Ĩ1 , Ĩ2 , Ĩ3 und die zugehörigen Eigenvektoren (Haupt-
achsen) ~e ′

1
, ~e ′

2
, ~e ′

3
der Matrix Ĩ . Die Eigenvektoren sollen normiert sein, |~e ′

i | = 1 .
Skizzieren Sie die ~e ′

i . (2 Punkte)

(c) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix A , welche die Koordinatenachsen ~e1 =
(1, 0, 0) , ~e2 = (0, 1, 0) , ~e3 = (0, 0, 1) in die Eigenbasis transformiert, ~e ′

i = A~ei , i =
1, 2, 3 und zeigen sie die Orthogonalität von A. Geben Sie die Komponenten Ĩ ′

ik

bzgl. der Basis ~e ′

i an.
(2 Punkte)

(d) Gewinnen Sie über den Satz von Steiner die Hauptträgheitsmomente I1 , I2 , I3

bezüglich des Schwerpunktes des Körpers, für den Fall M = m . (2 Punkte)

3. Trägheitstensor einer kontinuierlichen Masseverteilung (8 Punkte)

In der Vorlesung wurde die folgende Gleichung für den Trägheitstensor einer Massen-
dichte ρ(~x) hergeleitet:

Iik =

∫

R3

ρ(~x)
[

δik ~x2 − xi xk

]

d3x.

Betrachten Sie einen Würfel mit Masse m und Kantenlänge a, der um seine Ecke O

rotiert (siehe Skizze). Die Massenverteilung sei homogen innerhalb des Würfels.
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(a) Geben Sie die Massendichte ρ(~x) des Würfels an. (1 Punkt)

(b) Berechnen Sie den Trägheitstensor I des Würfels.
(2,5 Punkte)

(c) Bestimmen Sie die Hauptträgheitsmomente Ii des Würfels und geben Sie die zu-
gehörigen Hauptträgheitsachsen ~e ′

i an. (2,5 Punkte)

In der Vorlesung werden sie lernen, dass folgende Relation zwischen dem Drehimpuls ~L

und der Winkelgeschwindigkeit ~ω besteht

~L = I~ω .

(e) Der Würfel rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit ~ω1 um die x1-Achse (siehe Skizze).

Bestimmen Sie den Drehimpuls ~Lrot des Würfels. Sind Drehimpuls und Rotations-
achse parallel zueinander? (1 Punkt)

(f) Der Würfel rotiere nun mit der Winkelgeschwindigkeit ~ω2 um seine Hauptdiagonale

(siehe Skizze). Bestimmen Sie den Drehimpuls ~Lrot des Würfels. Sind Drehimpuls
und Rotationsachse parallel zueinander? Was ist der Unterschied zu (e)? (1 Punkt)


