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1. Tragheitstensor, Hauptachsen und Steiner’scher Satz (6 Punkte)

(a) Trivial ©
(b) Es gilt mit 7y = 2,20 = y, 13 = 2
Dyl +27) =Xy =D MUz

I= =Sy yoymu(at +27) = > iz
— DT —dumya Yol 4 7

(c) Es gilt hier

> mu(()i + (i) 0 0
I' = 0 2mu((@)i + (2)7) 0
0 0 > (@) + ()7)
= diag(y, I, I)

Damit gilt
Lt I =Y mu((@)] + ()7 +2()7) = > mul(@)i + (0)7F) = Is.

Die anderen Komponenten zeigt man analog.

(d) Mit I’ = ATIA gilt (zyklische Vertauschung unter der Spur ist erlaubt und AT A =
AAT =1):
Spur (I') = Spur (A" ITA) = Spur (TAA") = Spur (1)

(e) Wir setzen & = &' + d. Setzt man dies ein und verwendet, dass gilt >, myz; = 0
bzw. >, my(z;); = 0 (jede Komponente des Schwerpunktes verschwindet) so folgt

Ly = Zml ((Z )70 — ()il )1)
l
= > mu (& — @6 — ((x:) — ai)((zx) — ax))

l

— Zml (f%c?,k — (xz)l(xk)l) + <Z ml> (&’252k — aiak)

= I+ M(dgézk — CLiCLk)



2. Tragheitstensor einer diskreten Massepunkteverteilung (8 Punkte)

(a)

N

Triigheitstensor fiir N Massepunkte: I;; = Z my[(£")?6;; — afxl]
n=1
) N
Diagonalelemente: [; = Zmn[ (27)? + (25)% + (25)* — (21)°]
n=1 N
AuBlerdiagonalelemente: I~Z = — my,| x; z
g J oy ; [ i ]
Hier:
e = (m+ M)d®
lyy = (m + M)a® ~ (m + M)a? —Ma? 0
L. = 2(m+M)a*>  =>1= —Ma? (m + M)a? 0
Ly = I,=—Mad 0 0 2(m + M)a?
~:vz = [yz =0

Eigenvektoren: Je,=1le, = (I —1I;1)e, =0
Eigenwerte:

det(I —L1)=0 = (2m+ M)a®—1L)[((m+ M)d® - I,)* — (Ma*)*] =0

daraus folgt

Iy = 2(m + M)a*| und ((m+ M)a® — L,)? — (Ma*)* =0

= ilszLQ , fzz(m+2M)CL2

Zugehoriger Eigenvektor: Iy = 2(m + M)a? =
by —(m+M)b, —Mb, = 0 L

Mit eg:(by>: —Mb, —(m+M)b, = 0 = by =by =0 = ey =c3
b. 0b, =0 = b, = beliebig

mit der freien Konstante cs3 =0b..
Zugehoriger Eigenvektor: [, = ma* =

b, Mb, —Mb, = 0\ _ , _, 1
Mit e'1:<by>: —Mb, + Mb, = 0 Ty = el =0 1
b. (m+2M)b, =0 0

mit der freien Konstante ¢; = by .
Zugehoriger Eigenvektor: I, = (m +2M)a* =

b, -Mb, — Mb, = 0 L -1
Mit e}, = ( by ) : -Mb, — Mb, = 0 } = b= by = e'2:cQ< 1
b. mb, =0

mit der freien Konstante c; = b, .



Die Konstanten ¢; werden jetzt so bestimmt, dafl die Eigenvektoren normiert sind
(Einheitsvektoren), |e;| = 1, und es ergibt sich schlielich

I, = ma? L = (m+2M)a®> Iy = (2m+2M)ad®

1 1 1 -1 0
caly) emaly) <)

Die Benennung der [; und zugehorigen €, (welcher also der 1., 2., oder 3. Eigenvektor
sein soll) ist natiirlich willkiirlich. Mit der hier benutzten Benennung bilden die
Hauptachsen in der Reihenfolge €] , €, €} ein rechtshandiges Bezugssystem. Siehe
auch die nichtvorhandene Skizze.

Die Transformationsmatrix in e, = Ae; lautet

4 _1 9

/ / / \{§ 1\/5
A:(el,eQ,e3): VoY) 0
0 0 1

Die Matrix ist orthogonal, denn die Spalten sind paarweise orthogonal (sogar or-
thonormal), e; e = i -
Die Komponenten [;; des Trigheitstensors in der neuen Basis sind

] L 00
[z{j = (AillA)ij - 0 .[2 9
0 0 I3

ij

Die Matrix I wird durch die Ahnlichkeitstransformation A Ja gerade diagonalisiert.
Davon kann man sich notfalls durch Ausmultiplizieren von I’ = A~'I A iiberzeugen.

Schwerpunkt im “alten” Koordinatensystem:

R_annrn_ 1
> m, 3m+M

Wenn nun das Hauptachsensystem €] , €}, €} in Richtung €| auf den Schwerpunkt
verschoben wird, werden die Drehachsen €}, und €} jeweils um |R| parallel verscho-
ben, €| dagegen bleibt unveréndert. Der Satz von Steiner, riickwérts angewendet,
fithrt dann auf

[1 == il
L = Ih— Mtot|R|2 , My =3m+ M
[3 = [3 - Mtot|R|2

Um das Ergebnis einfach nachpriifbar zu halten, vereinfachen wir auf M = m , dann
gilt

1 2
R:9<1> = RPP=ZL | M, =4m
2\ ¢ 2

1
1

1 0 1
(m+ M)a
mal O mal 1 Mal 1 = 7
<0>+ <0>+ (0>] 3m+M(0

)IIe

/
1



also

2 2 2
L=ma®, Ib=ma" , I3=2ma

Dies ergibt sich natiirlich auch direkt, wenn man M = m setzt und die I;; be-
rechnet; also beziiglich eines Koordinatensystems, dessen x und y-Achsen durch die
Ecken des Quadrats aus den 4 Massen m gehen, mit dem Ursprung in der Mitte
(Schwerpunkt).

3. Triagheitstensor einer kontinuierlichen Masseverteilung (8 Punkte)

m

IR O§x7y7’z§a7

) =< a3 )
0, sonst.

. m a a a
I, = / p(Z) (23 + x%) dx = pes dxy / dxo / drs (22 + x%)
0 0 0

RS
m a’ +m a® 2ma? I I
= —a—a+—aa— = = lgo = I33.
373 a3 3 3
Ebenso:
a a a
. m
I, = —/ p(x)x1x2d3x:——3 dx1/ d:pQ/ dxs T1To
R3 a” Jo 0 0
2 2 2
m a‘ a ma
= ————(1,:——211321232121:I31:I32'
a,3 2 2 4 k] ’ ’ k] El

Also in Matrixform:

2 8§ -3 -3
-3 -3 8

I ist symmetrisch.

Eigenwerte von I liefern die Haupttragheitsmomente I;:

121 55
- A1| = catm® = catm® A+ 20Pm A% = ).
Ansatz:
ma? 2 2
= Tog:>242—165044—2404 —a® = —(a=2)(a—11)" =0,
also

ma? 11ma?
1 1 6 123 2,3 19
Haupttrigheitsachse €’ zu I ist Eigenvektor zu I;:
ma 2 -1 -1
I - )\1 ]_ - T —1 2 —1 5

-1 -1 2



also

1 (2P).

Haupttriagheitsachsen éy'3 zu Iy 3:

ma 111
I- 1= i 11 1],
1 11
also zum Beispiel
1 1
1 1
& =—| -1, & =— 1 (3P).

V2 g Vo o

Die Haupttrigheitsachsen zu verschiedenen Haupttragheitsmomenten stehen also
senkrecht aufeinander.

&1 = (w1,0,0)7, also

= maw,

Loy =10, = B -3

-3

Damit sind Drehimpuls und Rotationsachse nicht parallel zueinander.

also
Lrot = I(UQ = Il Wa.

Drehimpuls und Rotationsachse sind parallel zueinander, da die Drehachse mit einer
der Hauptachsen zusammenfllt.



