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1. Oszillation eines Zylinders (5 Punkte)

Betrachten sie einen homogenen Kreiszylinder mit dem Radius a, der auf der Innenseite
einer zylindrischen Oberfliche mit dem Radius R abrollt.

(a) Bestimmmen sie das Triagheitsmoment I3 des Zylinders durch seine Symmetrieach-
se. (1 Punkt)

(b) Verwenden sie den Winkel ¢ (siehe Abbildung) als verallgemeinerte Koordinate und
stellen sie die Lagrangefunktion dieses Systems auf.
Hinweise:
(i) Die kinetische Energie kann generell in die Bewegung des Schwerpunktes und die

Rotation um den Schwerpunkt aufgeteilt werden, d.h. T' = M R /2 + I3¢% /2, wobei
& die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die Symmetrieachse des abrollenden
Zylinders ist.

(ii) Sie bendtigen eine Relation &(¢). Finden sie dazu erst die Geschwindigkeit

V = |R| des Schwerpunktes als Funktion von ¢ und gewinnen damit dann die
gewiinschte Beziehung.

(c¢) Bestimmen die fiir kleine Auslenkungen ¢ die Frequenz w der Schwingung. (1 Punkt)

2. Oszillation eines Halbzylinders (5 Punkte)

Betrachten Sie ein Halbzylinder auf einer Ebene (siehe Abbildung). Die Masse des
Zylinders ist M, der Radius R, die Lange L. Der Zylinder wippt auf der Ebene. Der
Winkel ¢ ist kleiner als /2. Wir wollen die Bewegung des Zylinders beschreiben.

(a) Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Zylinders und das Triagheitsmoment entlang
der Achse des Zylinders beziiglich eines Koordinatensystems dessen Ursprung im



Schwerpunkt des Zylinders ist. (Hinweis: Finden Sie erst das Tridgheitsmoment

beziiglich des Zentrums des Zylinders und benutzen Sie dann den Steiner’schen
Satz). (2 Punkte)

(b) Wihlen Sie als verallgemeinerte Koordinate den Winkel ¢ und bestimmen Sie die
Lagrange-Funktion des Systems. (2 Punkte)

(¢) Geben Sie die allgemeine Bewegungsgleichung und dann die Bewegungsgleichung
fiir kleine Auslenkungen an. Was ist die Frequenz der Schwingungen? (1 Punkt)
. Drehmatrizen (5 Punkte)

Eine beliebige Drehung kann wie folgt durch die Euler’'schen Winkel parametrisiert

werden: D(p,0,1) = D*(¢)D*(0)D*(p), wobei

coS ¢ sing 0 1 0 0
D*(p)=| —sing cosp O D*@)=1 0 cosf  sinf
0 0 1 0 —sinf  cosf

cos Y siny 0
D*(¢) = —siny  cosy 0
0 0 1

(a) Finden Sie durch explizite Matrixmultiplikation die Drehmatrix D(¢, 6,). (2 Punk-
te)

(b) D*(«) sei die Drehmatrix fiir eine Drehung im raumfesten Koordinatensystem durch
einen Winkel o um die k-Achse, fiir £ = x,y, 2. Geben Sie diese Matrizen explizit
an. (2 Punkte)

(¢) Finden Sie [durch Vergleich der Matrizen von (3b) mit dem Ergebnis von (3a) fiir
D(p,0,1)] die Euler’schen Winkel fiir DY(«). (1 Punkt)
. Winkelgeschwindigkeit mit Euler’schen Winkel (5 Punkte)

Die Bewegungsgleichungen fiir die Basisvektoren des korperfesten Systems bei Drehung
mit der Winkelgeschwindigkeit (2 lauten

(1) = () x &)
Andererseits gilt

&(t) = Da(t)iiy

wobel D;(t) = Dix(6(t), 0(t),1(t)) die durch die Euler’schen Winkel gegebene Drehma-
trix ist. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Komponenten des Vektors 2 = > i $4€;
wie folgt ausgedriickt werden konnen.

0 = ZngDQj , Q= ZDljD:%j , Q3 = ZD2jD1j .
j j

J

Daraus ergibt sich
O = gi)sin@sinw +écos¢ , Q= gf)sin@cosw — ésinw , Q3 = @/} + gf)cos@
Beweisen Sie die Relation fiir Q25 unter Verwendung der Matrix D. (5 Punkte)



