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1. Oscillation eines Zylinders (5 Punkte)

(a) Tragheitstensor ist [y, = [ p(Z)[0p2? — ziap]d*z. Wir legen das Korperfeste Ko-
ordinatensystem auf die Symetrieachse (x3 kommt aus der Ebene heraus). Dann

ist
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(b) Die Lagrangefunktion ist gegeben durch
L =Try +Tsp—U

wobei T, die Rotationsenergie, Tsp die kinetische Energie des Schwerpunktes und
U die potentielle Energie bezeichnen. Zur Rotationsenergie: Es gilt

V=(R-a)9¢

und damit gilt

Es folgt ‘
Trot = 136%/2 = M(R — a)*¢* /4.

Ausserdem hat man fiir die kinetische Energie des Schwerpunktes
2,2 .
Tsp= MR /2= M(R—a)’¢*/2.
Die potentielle Energie ergibt sich zu
U=Mgz=—-Mg(R—a)cos¢.
Damit lautet die Lagrangefunktion

L($,¢) = 3M(R—a)*d?/4+ Mg(R — a)coso. (6)



(c) Fiir kleine Winkel gilt:
L£(9,0) = 3M(R—a)’0’/4— Mg(R - a)¢’/2. (7)

Euler-Lagrange Gleichung;:
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Es folgt:
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2. Oscillation eines Halbzylinders (5 Punkte)

y4

O

X
a

<

Abbildung 1: Halb-Zylinder.

(a) Wir berechnen den Schwerpunkt R (hierzu verwenden wir ein etwas anderes Koor-
dinatensystem wie unten in der Abbildung: xz-Achse bleibt gleich, z-Achse wird zur
y-Achse, jedoch um 7 gedreht und die z-Achse kommt durch O aus der Zeichenebene

heraus)
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Wir setzen a = %.

Nun wechseln wir wieder zum Koordinatensystem der Abbildung. Das Trégheits-
moment beziiglich der y-Achse ,die durch den Ort O geht ergibt sich aus
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Der Steiner’scher Satz besagt das das Trigheitsmoment beziiglich der Achse, die,
parallel der y-Achse, durch den Schwerpunkt geht ist, gegeben ist durch

Ic = Ip — Ma*> = M(R*/2 — a®)



(b)

Erst bestimmen wir die Schwerpunktenergie. Dazu brauchen wir die Anderungen
die Position des Schwerpunkts. Der Abstand |AB| (siche Abb. 1b) ergibt sich als
|AB| = R¢. Dann gilt

ro = |AB| —asin¢ = R¢ — asin ¢

und
2o = —acos ¢
Die Schwerpunktsenergie lautet
M M . M .
Tc = 7(5520 +25) = 7@52((3 —acos@)®+ (asin¢)?) = 7(;52(]%2 +a* — 2Ra cos ¢)

Die Rotationsenergie lautet
I . M .
Tp="3¢" = 5 F (B2~ a?)
Die gesamte kinetische Energie ist
M 5052
T=Tc+Tr = 7(;5 (3R*/2 — 2Ra cos ¢)

Die potenzielle Energie lautet

U=mgzc = —Mgacos ¢
Die Lagrange-Funktion ist

M -y 0 5o

L=T-U= 7¢ (3R*/2 — 2Racos ¢) + Mgacos ¢

Die Bewegungsgleichung lautet

% {M$(3R2/2 — 2Racosgb)} = —Mgasin ¢ + M Ra¢? sin ¢

Das ergibt
$(3R?/2 — 2Ra cos ¢) + ¢*(2Rasin ¢) = —gasin ¢ + Rad? sin ¢
Fiir kleine Auslenkungen ¢ < 1 kénnen wir linearisieren
¢(3R?/2 — 2Ra) = —gag¢

oder

Ro(97/8 — 2) = —g¢

Die Frequenz der harmonischen Schwingungen ergibt sich als

=\ For—D)



3. Drehmatrizen (5 Punkte)

(a)

Das Produkt der Matrizen D(y, 0,v) = D*(10)D*(0)D?(p) lautet ausgeschrieben

cosy siny 0 1 0 0 cosp singp 0
D= | —siny cosy 0 0 cosf sind —sing cose 0
0 0 1 0 —sin€ cosf 0 0 1

Dies ergibt als Zwischenschritt

costy sintcosf sinysinf cosp sing 0
D= | —sinyY cosycosh cossind —sing cose 0
0 —sinf cosf 0 0 1

und schliefllich

cos (p cos Y — sin @ cos f sin sin p cos Y + cos p cosfsiney | siny sin @
D =] —cospsiny —sinpcosfcos | —sin psin + cos ¢ cos b cos) | cos ) sin b
sin 6 sin ¢ —sinf cos ¢ cos 6

Die Matrizen D* und D* wurden schon in (1a) gegeben,

cosa  sina 0 1 0 0
D*(a) =] —sina  cosa 0 D*(a)=[ 0 cosa sina
0 0 1 0 —sina  cosa

Jetzt bestimmen wir DY(«). Ein positiver Winkel a beschreibt eine rechthéndige
Drehung um die y-Achse. Die Transformation bei der Drehung lautet also

—

€, =e,cosa+ e sina ¢ = —e,sina + €, cosa

T

und entsprechende Matrix

cosae 0 —sina
Dy(a) = 0 1 0
sinaa 0 cosa

(c¢) Der Vergleich mit dem Ergebnis von (a) zeigt, dass die Drehung um die y-Achse

durch folgende Euler-Winkel erreicht wird ¢ = 7/2, 0§ = a, und ¢ = —7/2.

4. Winkelgeschwindigkeit mit Euler’schen Winkel (5 Punkte)
Wir berechnen, z.B., (2, = Zj Dlngj. Dazu brauchen wir

und

Dy, cos ( cos Y — sin ¢ cos 0 sin ¢
Dy = | sinycosy + cos p cossiny
D3 sin # sin )
d D3, [ cospsind ' sin @ cos 6
— | D3z | =¢| sinpsing | +6| —cospcosh
dt D33 0 —sinf

Multiplizieren ergibt

0y = ¢sinfcostp — Osin e



