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1. Oscillation eines Zylinders (5 Punkte)

(a) Trägheitstensor ist Iik =
∫

ρ(~x)[δik~x
2 − xixk]d

3x. Wir legen das Körperfeste Ko-
ordinatensystem auf die Symetrieachse (x3 kommt aus der Ebene heraus). Dann
ist
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(b) Die Lagrangefunktion ist gegeben durch

L = TRot + TSP − U

wobei TRot die Rotationsenergie, TSP die kinetische Energie des Schwerpunktes und
U die potentielle Energie bezeichnen. Zur Rotationsenergie: Es gilt

V = (R − a)φ̇

und damit gilt

α̇ =
V

a
=
R − a

a
φ̇ .

Es folgt
TRot = I3α̇

2/2 = M(R − a)2φ̇2/4 .

Ausserdem hat man für die kinetische Energie des Schwerpunktes

TSP = M ~̇R
2

/2 = M(R − a)2φ̇2/2 .

Die potentielle Energie ergibt sich zu

U = Mgz = −Mg(R − a) cosφ .

Damit lautet die Lagrangefunktion

L(φ, φ̇) = 3M(R − a)2φ̇2/4 +Mg(R− a) cosφ . (6)



(c) Für kleine Winkel gilt:

L(φ, φ̇) = 3M(R − a)2φ̇2/4 −Mg(R − a)φ2/2. (7)

Euler-Lagrange Gleichung:

φ̈+
2

3

g

R− a
φ2 = 0 (8)

Es folgt:

ω2 =
2

3

g

R− a
(9)

2. Oscillation eines Halbzylinders (5 Punkte)
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Abbildung 1: Halb-Zylinder.

(a) Wir berechnen den Schwerpunkt ~R (hierzu verwenden wir ein etwas anderes Koor-
dinatensystem wie unten in der Abbildung: x-Achse bleibt gleich, z-Achse wird zur
y-Achse, jedoch um π gedreht und die z-Achse kommt durch O aus der Zeichenebene
heraus)
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4R

3π
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Wir setzen a = 4R
3π

.
Nun wechseln wir wieder zum Koordinatensystem der Abbildung. Das Trägheits-
moment bezüglich der y-Achse ,die durch den Ort O geht ergibt sich aus

IO = ρ

∫

dV (x2 + z2) = πρL

R
∫

0

RdR · R2 = πρLR4/4 =
MR2

2

Der Steiner’scher Satz besagt das das Trägheitsmoment bezüglich der Achse, die,
parallel der y-Achse, durch den Schwerpunkt geht ist, gegeben ist durch

IC = IO −Ma2 = M(R2/2 − a2)



(b) Erst bestimmen wir die Schwerpunktenergie. Dazu brauchen wir die Änderungen
die Position des Schwerpunkts. Der Abstand |AB| (siehe Abb. 1b) ergibt sich als
|AB| = Rφ. Dann gilt

xC = |AB| − a sinφ = Rφ− a sinφ

und
zC = −a cos φ

Die Schwerpunktsenergie lautet

TC =
M

2
(ẋ2

C + ż2

C) =
M

2
φ̇2((R− a cosφ)2 + (a sinφ)2) =

M

2
φ̇2(R2 + a2 − 2Ra cosφ)

Die Rotationsenergie lautet

TR =
IC
2
φ̇2 =

M

2
φ̇2(R2/2 − a2)

Die gesamte kinetische Energie ist

T = TC + TR =
M

2
φ̇2(3R2/2 − 2Ra cosφ)

Die potenzielle Energie lautet

U = mgzC = −Mga cos φ

Die Lagrange-Funktion ist

L = T − U =
M

2
φ̇2(3R2/2 − 2Ra cosφ) +Mga cosφ

(c) Die Bewegungsgleichung lautet

d

dt

{

Mφ̇(3R2/2 − 2Ra cosφ)
}

= −Mga sinφ+MRaφ̇2 sinφ

Das ergibt

φ̈(3R2/2 − 2Ra cosφ) + φ̇2(2Ra sinφ) = −ga sinφ+Raφ̇2 sinφ

Für kleine Auslenkungen φ≪ 1 können wir linearisieren

φ̈(3R2/2 − 2Ra) = −gaφ

oder
Rφ̈(9π/8 − 2) = −gφ

Die Frequenz der harmonischen Schwingungen ergibt sich als

ω =

√

g

R(9π/8 − 2)



3. Drehmatrizen (5 Punkte)

(a) Das Produkt der Matrizen D(ϕ, θ, ψ) = Dz(ψ)Dx(θ)Dz(ϕ) lautet ausgeschrieben

D =





cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1









1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ









cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1





Dies ergibt als Zwischenschritt

D =





cosψ sinψ cos θ sinψ sin θ
− sinψ cosψ cos θ cosψ sin θ

0 − sin θ cos θ









cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1





und schließlich

D =





cosϕ cosψ − sinϕ cos θ sinψ sinϕ cosψ + cosϕ cos θ sinψ sinψ sin θ
− cosϕ sinψ − sinϕ cos θ cosψ − sinϕ sinψ + cosϕ cos θ cosψ cosψ sin θ

sin θ sinϕ − sin θ cosϕ cos θ





(b) Die Matrizen Dx und Dz wurden schon in (1a) gegeben,

Dz(α) =





cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1



 Dx(α) =





1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα





Jetzt bestimmen wir Dy(α). Ein positiver Winkel α beschreibt eine rechthändige
Drehung um die y-Achse. Die Transformation bei der Drehung lautet also

~e′z = ~ez cosα + ~ex sinα ~e′x = −~ez sinα + ~ex cosα

und entsprechende Matrix

Dy(α) =





cosα 0 − sinα
0 1 0

sinα 0 cosα





(c) Der Vergleich mit dem Ergebnis von (a) zeigt, dass die Drehung um die y-Achse
durch folgende Euler-Winkel erreicht wird ϕ = π/2, θ = α, und ψ = −π/2.

4. Winkelgeschwindigkeit mit Euler’schen Winkel (5 Punkte)

Wir berechnen, z.B., Ω2 =
∑

j D1jḊ3j . Dazu brauchen wir





D11

D12

D13



 =





cosϕ cosψ − sinϕ cos θ sinψ
sinϕ cosψ + cosϕ cos θ sinψ

sin θ sinψ





und

d

dt





D31

D32

D33



 = φ̇





cosϕ sin θ
sinϕ sin θ

0



 + θ̇





sinϕ cos θ
− cosϕ cos θ

− sin θ





Multiplizieren ergibt
Ω2 = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ


