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Aufgabe 1: Brachystochronenproblem 5 Punkte

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass für das Brachystochronenproblem das Integral

∫ √

1 + y′2
√
−2gy

dx, y = y(x) (g = Erdbeschleunigung) (1)

zu minimieren ist.

a) Zeigen Sie, dass unter Verwendung der Euler’schen Gleichung die Differentialgleichung

d

dx
(y(1 + y′2)) = 0 (2)

folgt.

b) Zeigen Sie, dass die Parametrisierung der Kurve (mit ψ als Bahnparameter)

x = R(ψ + sinψ), y = R(1 + cosψ) (3)

eine Lösung der Differentialgleichung (2) ist. Drücken Sie hierzu y′ = dy/dx durch dy/dψ

und dx/dψ aus.

Aufgabe 2: Fermat’sches Prinzip 5 Punkte

Gegeben sei ein optisches Medium in zwei Dimensionen mit einem Brechungsindex n(x, y) =

a/y, a ∈ R. Die Lichtgeschwindigkeit in diesem Medium ist somit v(x, y) = c0/n(x, y).

a) Zeigen Sie, dass die Laufzeit eines Lichtstrahls zwischen zwei Punkten A und B gegeben

ist durch

T =
1

c0

∫ B
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√

1 + y′2 dx, y = y(x) . (1)

Nach dem Fermat’schen Prinzip breiten sich Lichtstrahlen in einem Medium entlang einer

Bahn aus, die die Laufzeit minimiert.

b) Stellen Sie mit Hilfe der Euler’schen Gleichung eine Differentialgleichung für die Bahnkur-

ve y(x) auf und lösen Sie diese.

c) Zeigen Sie, dass sich die Lichtstrahlen entlang von Kreislinien ausbreiten.


