Losungen zu Aufgabenblatt 6

Aufgabe 16
kinetische Energie:
1 1.
1= —mlﬁgbf o= —mgﬂécp%
2 2
potentielle Energie:

D ;
U = —magly cos ) — magly cos g + Eig(sinr,ag —sing)?

Fiir die Lagrangefunktion ergibt sich damit

1 1 ; .
R §mll?g’o?—l—-g—mglgc,'og—l—mlgh cos 1 +magly cos {pg—-gf.rz(sill pg—sirup])z
Die Bewegungsgleichungen sind dann
d 8L  dL
T mal2@ + myglysinpy — DI*(singg — singy) cospy =0
d oL  dL ;
=2 =msldde 4 magle gl + D3 (si —sinw)ecosigy =0
e aglasin g + DI(sin g — sin 1) cos 2
und fiir kleine Auslenkungen sin ¢ & ¢, cos @ = 1 ergibt sich
gty D’
S i e 1 o= 0
@1 R m;if{(pg ©1)
e R DI?
Fe Al + i i = _— 0
B2t 2 mgzg(“’g’* 1)

. Fiir den Spezialfall m; = my = m und {; = lp = {y und den Abkiirzungen

2 L 5 :
k=24, wg = £ ergeben sich die Bewegungsgleichung zu

mig
¢1 +wier — k(g2 — 1) =0
G2 + wipe + k(2 — 1) =0
Der Ansatz @; = a;exp iwt fiihrt auf das Gleichungssystem

(—wg +k+ w%}al —kas =0
—kay + (—w? + k+wdaz =0

Fiir die Existenz einer nicht-trivialen Losung muss die Determinate ver-

schwinden
(~w?+k+w))?-k2=0

Hieraus ergeben sich die Losungen fiir w?

]
w? =w? oder w?=wd+2k



Die Fundamentalmoden sind somit

@1(t) = pa(t) = cos (wot + 0)

p1(t) = —pa(t) = cos (y/wd + 2kt + 6)

Die allgemeinste Losung ist eine Superposition der Fundamentalschwingun-
gen

w1(t) = (acoswot + bsinwet) + (ccos \/ws + 2kt + dsin \/w? + 2kt)
@2(t) = (acoswot + bsinwgt) — (ccos \/wd + 2kt + dsin \/wd + 2kt)

mit w' = Jwé + 2k

und

@w1(t) = (acoswot + bsinwot) + (ccosw't + dsinw’t)
wa(t) = (acoswot + bsinwet) — (ceosw't + dsinw't)

Die Anfangsbedingungen fiihren auf

at+ec=yy, a—-c=b+d=b-d=0

also
a=c= %. b=d=0
F—w W 4w
w1(t) = ['—O—O{:oswnt o @cos w't = g cos = %t cos ! 24
2 2 2 2
v oW —we, Wt
wa(t) = 522 cos wot — % cosw't = g sin 5 04 sin = 5 i
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c. Fir den Spezialfall my # mg und I, = lo = [y und den Abkiirzungen

P o /Lo e B et BV S { ! i
k) = ey ko = e % ergeben sich die Bewegungsgleichung zu

@1+ wher —ki(pa — 1) =0
Bo +wipn + kapa — 1) =0
Der Ansatz @; = a; expiwt fiihrt auf das Gleichungssystem
(_wg + K +w§)a1 —kiaz =0
—koay + (—w? + ka + whaz =0

Fiir die Existenz einer nicht-trivialen Losung muss die Determinate ver-
schwinden

(—w? + k1 + wd)(—w? + kg + wi) — kiko =0
Hieraus ergeben sich die Lésungen fiir w?
wi =ws und Wi =wd+k+k
Die Fundamentalmoden sind somit
@1(t) = wa(t) = cos (wot + 6)

und k
wi(t) = —Eigo-g(t) = o8 (wpt + &)
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Die allgemeinste Losung ist wieder die Superposition der Fundamentalschwi ngun-
gen

®1(t) = (acoswat + bsinw,t) + (ccoswst + dsin wyt)
k
wa(t) = (acosw,t + bsin wat) — }c—g(c Cos wyt + d sin wyt)
1
Die Anfangsbedingungen fithren auf

wr(t) = ﬁ(kz coswyl + K coswyt)

k
Pa(t) = —220

= COS Wyt — COS Wit
ki +k‘2( i b)
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Aufgabe 17

. Die Auslenkung der Massen aus der Ruhelage werde beschrieben durch
die Koordinaten g,, die Bewegungsgleichungen sind dann

md, +2Dg; — Dgz =0
més + 2Dg; — Dg; =0

Diese Bewegungsgleichungen lassen sich in eine kompakte Form bringen
mfi,.-l—D(Zq-,,—qz-H —Eh',l)zﬁ, ?::0,....3, Hlitq’g(f):q;j(t):{]
Diese Form lésst sich leicht auf viele Federn und Massen verallgemeinern.

. Fiir kleine Auslenkungen aus der Horizontalen findet man fiir die Kraft
Fi41; = Fsina = Ftana = Fgf%i Die Bewegungsgleichungen haben
dann néherungsweise die Form

gy B , ;
mg; + E(QQI = i1 — Q:'.-l) =0, i= Ov ceey 3y mit q:.:(t) = 03(!') =0

mit D = F/ly also die selbe Form wie in Teil a).

;. Die Bewegungsgleichungen haben also die Form

G1 i _D fh)_,
(a)* (2 2 )(5)=

Die Fundamentalfrequenzen sind die Eigenwerte der Matrix

22 L
x-(% )

m I
also
2 2
D
(g‘ ) (_) e
1 i
D
= wi=(2+1)=
we =(2£1)—

mit den Eigenvektoren
TR —1 TR W
Die allgemeinste Lasung ist somit

( glg% ) = a4 (1 coswyt + easinwit) + a_(egcosw_t + egsinw_t)
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Aufgabe 18

Die Lagrangefunktion

. M ., k
L= “;—1(:;;-3 + 83+ T8 — 5l ==l + (33 ~2)’)

ist von der Form

1
L= % Z Mgturg = 3 Z Kipzrimy

m 0 0 k —k 0
mit M = 0 M 0 und K = -k 2k -k
0 0 m 0 -~k k

. Die Eigenfrequenzen w; ergeben sich als Losung der Gleichung

|K —w?M|=0.
Also

(k — mw?)2(2k — Mw?) — 2k*(k — mw?)
= w2k — mw?)(Mmw? - k(2m+ M)) =0

mit den Losungen
wp =0, ws = vVk/m, ws = k(1+ 2:?1/5)/_?-}_1
und den zugehorigen Eigenvektoren

ar = (1,1,1)7, as = (1,0, -1)7, aa = (1, -2m/M, 1)

. Die Ersetzung = AQ mit der Matrix

A = (a1, a2, 03)

liefert die Normalkoordinaten @, in denen man ungekoppelte Differential-
gleichungen erhilt.

. Die allgemeinste Losung ist

2(t) = ay (Bt + Ba) + ag(Bysin(wat + By)) + ag(bs sin(ws + Bg))

Beachte: Die Losung zu w = 0 ist a+bt ! Die zugehorige Normalkoordinate
entspricht dem Schwerpunkt des Systems.
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