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‘ Aufgabe 25: Poisson-Klammern 7 Punkte

Die Poisson-Klammer zweier Funktion f(p,q,t),9(p,q,t) (¢ = q1,--.,qn; p = p1,-..,Pn,), die von

den verallgemeinerten Koordinaten ¢; und Impulsen p; = 8?1'i L abhiéngen, ist gegeben durch

_ < 9f 99 Of 9y
.0 = Z Opi 0q;  0q; Op; -

a) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Poisson-Klammer. f, fi, f2, f3, g seien Funk-
tionen und ¢ € R eine Konstante.

@)
{fi+ fas 9} ={f1,9} +{f2 9},
{fife; 9} = filfe, 9y +{f1,9} f2s
0 0 0
AL = (g + 15,

(ii)

0 0
{f,qk}:a—];f];, {fvpk}zia—;;v

womit dann
{gi,ar} =0 A{pipr} =0 {pi,qu} = dir
gilt.
(iii) Jacobi-Identitat:

{fAfe fs3 ) +{fo, {fs fr}} +{f3, {f1, fo}} =0

(iv) Poisson-Theorem: Seien f und g zwei Integrale der Bewegung, d.h. % = % g =0,
dann gilt

d
— =0.
Rt
b) Betrachten Sie im folgenden den dreidimensionalen Fall in kartesischen Koordinaten, der
Drehimpuls sei definiert durch
L=qxp.
Berechnen Sie
(i) {Li, L;}
(iii) Sei ¢ eine skalare Funktion von ¢ und p, d.h ¢ hingt nur von den Kombinationen

@, p?, ¢ pab: o = p(¢®,p?, 7 p). Zeigen Sie, dass gilt:

{o, L.} =0.

(bitte wenden)
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‘ Aufgabe 26: Teilchen im Magnetfeld 3 Punkte

Die Bewegung eines elektrisch geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld wird
durch die Lagrangefunktion
m-2 T
L= 07— qlo(r) - 7 A7)
beschrieben, wobei m die Masse und ¢ die elektrische Ladung des Teilchens sind. ¢ ist das skalare

und A das Vektorpotential.
a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion auf.

b) Betrachten Sie nun den Fall ¢ = 0 und A(Z) = (0,zB,0). Dies fiihrt iiber B = V x A
auf ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Stellen Sie fiir diesen Fall die kanonischen
Gleichungen auf und l6sen Sie sie.

‘ Aufgabe 27: Legendre-Transformation 3 Bonuspunkte ‘
Die Legendre-Transformation hat eine einfache geometrische y
Interpretation. Betrachten Sie eine konvexe Funktion f(x) f(x) px

(konvex: f”(x) > 0). Betrachten Sie zusdtzlich die Gerade
y = px, p > 0. Sei z(p) der Punkt, an dem die Kurve f(z) am
weitesten von der Geraden in vertikaler Richtung entfernt ist,
d.h. die Funktion

F(p,z) =pz— f(x)

hat ein Maximum in Bezug auf z fiir z = z(p). Die Legendre-
Transformierte g(p) ist dann definiert durch

9(p) = F(p,z(p)) -

a) Berechnen Sie die Legendre-Transformierte von f(z) = % , a>1

b) Zwei Funktionen f(x) und g(p) heilen dual im Youngschen Sinne, falls sie die Legendre-
Transformierte der jeweils anderen sind. Zeigen Sie die Youngsche Ungleichung

zp < f(z) +9(p).

Zeigen Sie hiermit

und

mité+%:1,x,p>0,a,ﬂ>1.



