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UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 1

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Donnerstag, 21.04.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 26.04.2011
Aufgabe 1: Brachystochronenproblem 5 Punkte

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir das Brachystochronenproblem das Integral

/1 + yIQ B B .
/ e dz, y=y(r) (g= Erdbeschleunigung) 1)

ZUu minimieren ist.

a) Zeigen Sie, dass unter Verwendung der Euler’schen Gleichung die Differentialgleichung

L) =0 @
folgt.

b) Zeigen Sie, dass die Parametrisierung der Kurve (mit ) als Bahnparameter)

=R +siny), y=R(l+cost) ©)]
eine Losung der Differentialgleichung (2) ist. Driicken Sie hierzu 3y’ = dy/dx durch dy/dy

und dz/di aus.
Aufgabe 2: Fermat'sches Prinzip 5 Punkte‘

Gegeben sei ein optisches Medium in zwei Dimensionen mit einem Brechungsindex n(z,y) =
a/y, a € R. Die Lichtgeschwindigkeit in diesem Medium ist somit v(z, y) = co/n(z, y).

a) Zeigen Sie, dass die Laufzeit eines Lichtstrahls zwischen zwei Punkten A und B gegeben
ist durch

1 B
T=—/ n(r,y)V/1+y?de, y=y(z). 1)

CoJA
Nach dem Fermat’schen Prinzip breiten sich Lichtstrahlen in einem Medium entlang einer
Bahn aus, die die Laufzeit minimiert.

b) Stellen Sie mit Hilfe der Euler’schen Gleichung eine Differentialgleichung fiir die Bahnkur-
ve y(z) auf und 16sen Sie diese.

c) Zeigen Sie, dass sich die Lichtstrahlen entlang von Kreislinien ausbreiten.



1. Aufgabe: Brachystochenproblem
(a)

Euler-Gleichung

Dies ergibt
LV2I[1+ 2+ 2yy"] B
4 (1+y2)2yy/—gy

0
Also : p
L+y° +2yy" =0 = ——(y(1+¢7)) =0
(b) Gegeben

y = R(1+ cos) r = R(y +sinv)

dy ) dx
@——Rsmw @—R—FRcosw
Somit folgt
dy dy (dx _1__ Rsinv
de — dy \dy ~ R(1+cost)

Eingesetz ergibt

y(1+y?) = R(1 + cos) (ﬁ) =2R

Damit ist

d d
—y(1+9?) = —2R=0
dxy( +4") I

2. Aufgabe: Fermat’sches Prinzip
(a)

B
1 /2
ds — odt —> qr— B _ VY"1
v

= —/n(m,y)\/l +yPde =T
v Co
A



f _ /1 + y/2
Y
Mit Einsetzen ergibt sich :
1+y*+yy" =0

Ansatz : u(z) =y = Lu=2y = % =2(y” +yy")

Also ergibt sich : % =-2 = du=-22+C = uz)=—-22+Ciz+Cs . Also

y(x) = \/C'g + Cyx — 22

(c) Dies ist eine Gleichung fiir einen Halbkreis



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 2

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 02.05.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 03.05.2011
Aufgabe 3: Rotationsfliiche 5 Punkte

a) Zeigen Sie, dass falls F(y(z),y'(z), z) = F(y(z),y'(z)), d.h. F nicht explizit von z anhidngt,
gilt:

d
ZH(y, ) =
T (y,9') =0,

wobei 9
H(y,y") = F(y,y') — y’(x)a—y,F(y,y’)

ist und F' die Euler’schen Gleichungen erfiillt.

b) Leiten Sie eine Formel fiir die Fliche her, die durch Rotation der Kurve (r(z),0, z) mit
r(=D/2) = r(D/2) = R um die z-Achse entsteht.

c) Berechnen Sie unter Ausnutzung von a) die Form der Kurve r(%z), die die Oberfliche mini-

miert.

Aufgabe 4: Geodiiten 5 Punkte

Betrachten Sie die Oberfldche der Einheitskugel. Zur Parametrisierung der Kugeloberfldche ver-
wenden wir Kugelkoordinaten

cosf cos ¢
Z0,¢6) = | cosfsing
sin @

a) Berechnen Sie die Finheitsvektoren €j, €, in Abhdngigkeit von § und ¢.
b) Berechnen Sie das Wegelement ds, die Metrik ist gegeben durch g;; = €;€;.

c) Zeigen Sie, dass der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten auf der Oberflichhe einer Kugel
durch Segmente von Grofikreisen gegeben ist. Finden Sie hierzu eine Differentialgleichung
fiir ¢(0) und wihlen Sie unter Ausnutzung der Kugelsymmetrie eine geeignete Lage des
Koordinatensystems.



3. Aufgabe: Rotationsfliache
(a) Da F' die Euler-Gleichung erfiillt ergibt sich

OF _ d oF
oy dx Oy
Weiterhin gilt

d oF oF
ZF = n“+4 1YL
dx Y oy’ Y oy

Fir H = F(y,y') — y’g—;; ergibt sich damit :
dpr_ d oF d OF

@H_ ﬂF_ylla_y/ _y/E[)_y

(1) angewendet ergibt

drr_ d oF oF

%H— %F_yua_yl _y/(‘)—y

(2) angewandt ergibt nun

d
—H =0
dz

(b) Fiir die Oberflache bei Rotationskérpern gilt
dA = 2nrds

Dies fiithrt zu

A= 27r/7’\/1 + r2dz

,
For/To — =
V14 r?

Laut a) gilt 2L = 0. Also gilt fiir eine Konstante C' :

r

—— e
N
7’2—02:027’/2

Abgeleitet ergibt es
2r'(r — C*r'") =0



Da 27" = 0 nicht die minimalste Losung wére r = const, gilt nun
r = 02 7“//

Also : 7(2) = c1e€ + cpe” T
Mit den Anfangsbedinungen r(—2) = r(£) = R folgt ¢; = ¢y
Also

r(z) = 2¢ cosh(g) =c3 cosh(%)

mit c3 := 2c¢; Da beim Ableitungen einer Gleichung zusétzliche Losungen entstehen,
muss 7(z) wieder in die Ursrprungsgleichung r? — C? = C%’? eingesetzt werden. Zu-

sammen mit den Startbedingungen ergibt dies

R
prm— C =
“ cosh(%)
4. Aufgabe: Geodaten
cos 6 cos ¢
(a) &= | cosfsing | Fiir die Einheitsvektoren ergibt sich :
sin 0
—sin 6 cos ¢
oz
€p = 2% = | —sinfsing
1561
cos 0
e —sin ¢
€p = ‘%I = | cos¢
0
(b) Fiir das Weglement ds gilt
" O
ds = —dk;
’ Ok

i=1
Hier also
ds = epdb + €, cos Odg

ds = |d5] = \/(d0)? + cos?(0)(dp)>

; _. do __.
(c) Es sei nun ¢(0) =: ¢, 5 =: ¢
Fiir den kiirzesten Weg gilt : s = [ds = [ /1 + cos?(0)¢?df Also dient als Funktional



fiir die Euler-Gleichung :

F(¢,¢',0) = /1 + cos?(0)¢"

Die Euler-Gleichung angewandt ergibt

cos? 0¢'

/' 1+ cos?(0)¢'? =¢

Betrachte nun 6y = 7 dann gilt costy =0 = C =0.

Da C' = 0 iiberall gilt, folgt also dass ¢’ = 0 sein muss. Wahle nun das Koordinaten-
system so, dass ¢(5) =0 = ¢ =0



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 3

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 09.05.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 10.05.2011
Aufgabe 5: Doppelpendel 5 Punkte

Betrachten Sie das ebene Doppelpendel mit den verallgemei-
nerten Koordinaten #; und #> mit Massen und Léngen wie in
nebestehender Abbildung. Die Massen befinden sich im homo-
genen Gravitationsfeld.

a) Driicken Sie die Position der Massen m und mo durch
die verallgemeinerten Koordinaten aus.

b) Bestimmen Sie potentielle und kinetische Energie, U und
T, des Systems und stellen Sie die Lagragefunktion

L=T-U
auf.

¢) Leiten Sie fiir I; = I = [ und m1 = ms = m die Bewe-
gungsgleichungen fiir kleine Auslenkungen aus der Ru-
helage (01,62 < 1) her.

d) Losen Sie die Bewegungsgleichungen. Machen Sie hierzu
den Ansatz 0; = a; coswt und losen Sie das resultierende
Gleichungssystem. Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst w
so, dafs das Gleichungssystem losbar ist.

Aufgabe 6: Hohlkegel 3 Punkte‘

Betrachten Sie eine Punktmasse mit Masse m, die sich auf der
Innenseite eines Hohlkegels mit Offnungswinkel o reibungs-

frei im Schwerefeld bewegen kann.
a) Finden Sie geeignete generalisierte Koordinaten und o

driicken Sie die Lage des Massenpunktes durch diese Ko-

I

ordinaten aus.

b) Berechnen Sie potentielle und kinetische Energie, U und
T, und stellen sie die Lagragefunktion L auf.

c) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen her. Gibt es eine
zyklische Variable und was ist die damit verbundene Er-
haltungsgrofe?

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 3

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 09.05.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 10.05.2011
Aufgabe 7: Perle auf Draht 2 Punkte

Betrachten Sie eine sich auf einem mit Winkelgeschwindigkeit
w rotierenen Draht reibungslos bewegende Perle mit Masse m.

a) Fiihren Sie geeignete generalisierte Koordinaten ein und
stellen Sie die Lagrangefunktion auf.

b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen her und losen Sie
sie.




5. Aufgabe: Doppelpendel
7o ll Sin(91) 7= ll Sin(ﬁl) — 12 Sin(eg)
b Iy cos(6y) )’ 2 Iy cos(6y) + I3 cos(6s)

1 "
L=T-U-= Zmi (5% +9(7“z‘)2>

2 4252
vy =07

(a)

Mit cos(6y + 62) = cos(6y) cos(s) — sin(6,) sin(6s) folgt
Ug = 9%1% + 9%[% — 29192[112 COS(91 + 92)

Insgesamt ergibt sich also :

my + Mo

L=—

. 1. .
[ (9%[1 + 2g 005(91)> + maly (§9§l2 + 116165 cos(0y + 65) + gcos(92)>

(¢) Im folgenden Fall sei nun [y = Iy = [ und m; = my = m. Daraus ergibt sich

L =ml {H%l + 2g cos(#) + %l@g + 161605 cos(61 + ;) + gcos(%)}

Mit der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt sich folgendes Gleichungssystem :

oL  d oL
90; ~ dt 06,
oL  d oL
0, ~ d o9,

Angewandt ergeben sich die Gleichungen

2¢gsin 6, + 206, + 051 cos(bh + 02) — l@g sin(fy + 602) =0
gsin by + Ol + 611 cos(0y + 03) — 102 sin(6; + 65) = 0

11



Fiir 0; << 1 gilt : sinf; = 0;, cosb; ~ 1,6?@ ~ 0
Damit ergibt sich :

2991 + 219.1 + 92l =0
992 + egl + 911 =0

Sei nun 6; = a; cos(wt), d; = —a;w? cos(wt)

Damit ergibt sich:

cos(wt) (2ga1 — 2ayw? — agle) =0
=0

cos(wt) (ga2 — agw?l — lale)

Da cos(wt) = 0 keine Losung ist, reduziert sich die Gleichung auf

()0

A 2(g — lw?) —lw?
—lw? g — lw?

Damit es eine nichttriaviale Losung gibt, muss die Determinante der Matrix 0 sein

Wobel

2+v2
detA=0 — W1,2,34 = + %

1.Fa11w1,2:j: (2+v2)g — a1:k€R7a2:_\/§k

]
2. Fall w34 = & (27}@9 — a1 =k €R, a, =2k

12



6. Aufgabe: Hohlkegel

(a) Wir wahlen Zylinderkoordinaten :

Mit tan(a) = = folgt

(b) @ = 22(1 + tan®(a)) + 22¢* tan?(a)

1
£:T—U:§mv2—mgz

22(1 + tan®(a) + 224 tan®(a) — 292

Lm
2

oL _doc
or  dt or
or _dor
oo dt 96

Dies ergibt :

—2¢ + 22¢° tan?(a) = 2(1 + tan?(a))

d o 9 i d o5
me tan”(a)¢ = il »p=0

Aus der zweiten Gleichung folgt, dass ¢ eine zyklische Variable ist ( £ héngt nicht von
¢ ab, aber von gb) und dass Drehimpulserhaltung gilt.

13



7. Aufgabe: Perle auf Draht
(a)

P =2 4 2

Die Bewegung lauft in der x-y-Ebene ab, also ist die Potentielle Energie 0

L=T-U=T — E—%m<f2+7’2¢52)

oc _ doc
or  dt or
oL _dor
oo dt 96
Dies fiithrt zu
rgﬁQ =7
C =mr¢

Aus der zweiten Gleichung folgt Drehimpulserhaltung
Mit ¢ = w folgt :
r(t) = ¢ cosh(wt) + ¢y sinh(wt)

14



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 4

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 16.05.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 17.05.2011
Aufgabe 8: rollender Zylinder 2 Punkte‘

Betrachten Sie einen Hohlzylinder mit Radius r, Lange L und
Masse m, der auf einer schiefen Ebene mit Neigungswinkel o
ohne Schlupf im Graviationsfeld der Erde rollt.

a) Stellen Sie die Lagrangegleichung und die Bewegungs-
gleichung auf.

b) Losen Sie die Bewegungsgleichung.

Aufgabe 9: Kugelschale 3 Punkte‘

Betrachten Sie die Bewegung eines Massenpunktes mit Masse m auf der Innenseite einer Kugel-
schale mit Radius R unter Einfluss der Gravitation.

a) Finden Sie geeignete generalisierte Koordinaten und stellen Sie die Lagrangefunktion auf.

b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen her. Gibt es eine zyklische Variable? Was ist die zu-
gehorigen Erhaltungsgrofie?

c) Losen Sie die Bewegungsgleichungen in Integalform.

Aufgabe 10: rotierender Draht 2 Punkte

Betrachten Sie eine Kugel mit Masse m, die reibungslos unter
Einfluss der Erdanziehung auf einem um die z-Achse mit Win-
kelgeschwindigkeit w rotierenden Draht mit der Form z = ar?

gleiten kann.

a) Wihlen Sie geeignete Koordinaten und stellen Sie die La-
grangefunktion auf.

b) Leiten Sie die Bewegungsgleichung her und bestimmen
Sie die Gleichgewichtslage. Was passiert fiir den Fall

w? = 2ag? Geben Sie die Losung der Bewegungsglei-

chung in Integralform an.

Aufgabe 11: Seilbahn 3 Punkte

Betrachten Sie einen Quader mit Masse M, der eine schiefe
Ebene mit Neigung « unter Einfluss der Gravitation reibungs-
los herunter gleitet. An dem Quader sei ein Fadenpendel mit
Fadenldnge | und Masse m befestigt.

a) Stellen Sie die Lagrangefunktion auf.

b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen her und zeigen Sie,
dass 8 = 6y eine Losung der Bewegungsgleichungen ist

und bestimmen Sie 6.

c) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir 6 fiir M > m und
kleine Auslenkungen aus der Ruhelage.



8. Aufgabe: Rollender Zylinder

Korrektur :

(a)

sin « sin «
Damit ergibt sich

. COS (v COS (v
r=s =Trp

L = mr?p? + mgresin o

x-Achse nach links, y-Achse nach unten

TODO

Fiir einen rollenden Zylinder gilt :
T = 1mv2 + —fuw?
2 2
Da der Zylinder rollt und nicht gleitet gilt die Zwangsbedingung
v=wR
Ebenfalls gilt beim Hohlzylinder §# = mR? Also :
T =mz
Fiir die H6he mit Anfangshdhe hy = Isin(a) gilt

U =mg(l — z)sin(a)

Also ergibt sich die Lagrangefunktion

L =mi* —mg(l — z)sin(a)
Mit
doc_oc
dt 01 Ox
ergibt sich
N
&=39 sin(«)

16



(b)

1
z(t)=cotc-t+ 19 sin(a)t?

9. Aufgabe: Kugelschale

(a) Wahle als Ortsvektor :

cos 6 cos ¢
7= R | cosfsin ¢

sin @

v? = R2(62 4 ¢? cos? 6)

1 L
L= §mR2(92 + ¢* cos® §) + mgRsin 0

(b) Da % = 0, ist ¢ eine zyklische Variable.
Lagrange-Gleichungen angewandt ergibt

mR?cos’(0)¢ = L,

.1 :
0 + ) sin(20)¢? — }%cos@ =0

Verwende erste Gleichung :
Betrachte Drehimpuls : [ = m# X ¥ = mRé, x (RA& + Rcos 0pe,) = m(R20¢, —
R2sin0péy) = L. = mR?cos0¢

L,
mR? cos?(0)

Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt dies

(¢) Aus der ersten Gleichung ergibt sich ¢ =

L?sin6
;S +£cos@

jo s
m2R?cos3(0) R

Mit 6 durchmultipliziert und %%92 = 60 folgt

o . g _ Lz sin@
0 —2/9(R0080 —m2R4—cos39> dt

17



Daraus ergibt sich
de
+C

fa=]
\/ 2 f 0 2 cos ) — mﬁ% Csoi:fe> dt

Kiirze nun dt zu df
do
+ 4

/ "= /
L2  &in
\/ COS 0 — m2R4 cos390> dg

Zusatz:
dlp2 __ d 1 _pnsinf  d _
dt 2 0 09’ dt 2cos28 000s3 0 dt SZTLH 0 cos 0

Damit ergibt sich
0 = —_ 0+ C
\/_\/2m2R4 cos? 6’ R sinf +

df + Csy

Also
fu=]
\/_\/2m2R4 cos? 9 g sin 6 + C)

10. Aufgabe: Rotierender Draht

(a) Fiir den Ortsvektor im Intertialsystem gilt
0

Tis= | r
ar?

Um aus dem Intertialsystem zum Versuch zu kommen, muss mit einer Drehmatrix

multipliziert werden.

cos(wt)  —sin(wt) 0 0 — sin(wt)r
7= | sin(wt) cos(wt) 0 r | = | cos(wt)r
0 0 1/ \ar? ar?

Es ergibt sich dann fiir die Langrage-Funktion

18



11.

1 1
L= §m7}2 —mgz = im(fz + r2w? 4 4a*r?y 2) mga7"2
oL
== = mrw? + 4ma*r*r — 2mgar
or
oL
_ = - (1 4 2,2
5 = M (1 + 4a®r?)
d oL
T or =m (r + 8a’ri? + 4a27"27'"')

Also ergibt sich als Gleichung

—4a?7%r — 4a®r*F — i + rw® — 2gar = 0

Die Gleichgewichtslage ist dquivalent zum Extremum des Potentials U = mgar?. Dies
ist erreicht bei r =0 oder » =0 .

Falls 7 = 0 , so ist ¥ = 0, falls sich die Perle dauerhaft in der Gleichgewichtslage
befinden soll.

Damit ergibt sich fiir den Fall w? = 2ag, dass das Teilchen an jedem Punkt in der
Gleichgewichtslage verharrt.

Allgemein:
P+ 2a%(27%r + 2r%r) — r(w? — 2ga) = 0

Einmal mit  multiplizieren und einmalig integrieren ergibt :
i+ 4a® (7r?) — r*(w? — 2ga) = C

Umgeformt ergibt dies

1+ 4a?r?
dr dt
/\/ —2ga) +C /

Aufgabe: Seilbahn

Lege x—Achse nach links und y—Achse nach oben

(a)

sin(«)

Wiihle 7, = R (COS(O‘)>

19



(b)

7 =

(Rcosoz+lsin6’

) Fiir die kinetische Energie ergibt sich :
Rsina — [l cos@

T = %RQ(M +m) + %m <l292 + 2RI cos(a — 6)>

U= (M+ m)gRsina —mglcost

L= %R2(M +m) + %m <1292 + 2RI6 cos(a — 0)) — (M 4+ m)gRsin a + mgl cos 0

R(M 4 m) +ml(f cos(a — 0) + *sin(ar — 8) = —(M + m)gsin «
160 + Rcos(a — 0) = Rfsin(or — ) — gsin b

Nunseif =60, = 0=60=0

Also werden die zwei Gleichungen zu

R=—gsina

Rcos(a — ) = —gsin by

Die erste Gleichung in die zweite eingesetzt und Additionstheorem angewandt ergibt
sich :

sin a(cos a cos By + sin asin 6y) = sin 6

Nach umformen ergibt sich

tanfy = tana — o = b,

M>>m = §; <<1
Cleichung 1 liefert dann R = —gsina — MLMZ(Q cos(f — a) — 0%sin(f — o))
Gleichung 2 :

0= —%(sin& —sinacos(d — a)) + N fm (6 cos?(0 — o) — 62 sin(0 — ) cos(f — @)
M

~0

Verwende (Taylor um «) # ~0+ Fund —a<<1

sinf ~ sina + cosa(f — a),cos(d —a) = 1

20



Also ergibt sich als Gleichung

0+ %sin@zsina

TODO : Losung

21



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 5

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 23.05.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 24.05.2011
Aufgabe 12: Eichinvarianz der Lagrangefunktion 2 Punkte

Zeigen Sie, dass sich die Bewegungsgleichungen bei einer Anderung der Lagrangefunktion,

L—-L =L+ %f(x(t)j),
nicht andern.

Aufgabe 13: Homogene Funktionen 3 Punkte

Betrachten Sie ein N-Teilchensystem mit k zeitunabhidngigen Zwangsbedingungen. Die Koordi-
naten 7 lassen sich dann durch 3N — k generalisierte Koordinaten ¢; ausdriicken:

ﬁ;:ﬁ(q17"'7q3N—k’)7 Z.:17"'7N'

a) Zeigen Sie, dass sich die kinetische Energie schreiben lésst als

N2 Nk
T=7% 5 = > aijdid;
i=1 i,5=1

wobei die a;; nicht von den Geschwindigkeiten ¢; abhdngen.
b) Sei F(x1,...,xn) eine homogene Funktion from Grad n, d.h. eine Funktion, fiir die
FAz1, ..., ) = A"F(21,...,Zm)
gilt. Zeigen Sie, dass
m F
z @a— =nF
i=1 89@
gilt.
c) Zeigen Sie, dass dann fiir die kinetische Energie T’

3N—k aT
Z Gi——— = 2T
=1 9gi

(2

gilt.

Aufgabe 14: Mechanische Ahnlichkeit 2 Punkte

Zeigen Sie mit Hilfe der mechanischen Ahnlichkeit, dass

a) in einem homogenen Kraftfeld sich die Quadrate der Fallzeiten wie die Fallhthen verhal-
ten.

b) in einem Newton’schen Potential sich die Quadrate der Umlaufzeiten wie die Kuben der
Abstédnde verhalten.

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 5

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 23.05.2011, 11 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 24.05.2011
Aufgabe 15: Erhaltungsgrofien 3 Punkte

Betrachten Sie ein abgeschlossenes N-Teilchensystem mit Lagrangefunktion

Zeigen Sie, dass Invarianz der Lagrangefunktion unter
a) zeitlicher Translation zur Energieerhaltung fiihrt.
b) Drehungen zur Drehimpulserhaltung fiihrt.

c) rdumlichen Translationen zur Impulserhaltung fiihrt.



12. Aufgabe: Eichinvarianz der Lagrangefunktion

f darf nicht von & abhéngen. Beweis:
. . d _ . .

Wihle f = i? = o =2zi

Lagrange 2 angewandt ergibt

I = const

Dies wiirde konstante Beschleunigungen bedeuten, was z.B. mit einer einfachen Schwin-

gung widerlegt ist.

Richtige Version: f(z(t),t)

/L’dt:/Ldt+ %f(:c(t),t)dt — /Ldt+f(B,tB)—f(A,tA)

Der letzte Term ist eine Konstante , die nur von dem Start und Endwert abhéngt. Dies

entspricht einfach nur einer Verschiebung der Achsen.

Variante 2:

oL’ doL _ 9L _ doL _dodyg__
dr  dt O ax dt8x+8xdtf dt 8% df_o
Betrachte nun & f 8{

ddyp_ Pl 0

Ox dt 8:02 O0x0t

dodys_ ddf _ 9*f; +3f_6d

Aoz di] — diow  ox2L OxOt Oz dt

Also ergeben sich unter £ und £ die gleichen Bewegungsgleichungen.

13. Aufgabe: Homogene Funktion
- BNk 2 BNk BNk R
we-(% ) - (X %) (5 )~ Y

k=1 k=1
; 1 O 07
Definiere nun ay = 3 1:231 Mi g0 e
Damit ist :
3N—k
T= E ki
k=1

(b) ar __ - oF T
ax OAx; 't

=1
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d’z;\F =nA\""1F Also

=1
Wiahle nun A =1
" OF
= a—xil'z =nkF
N Nk
(c) a) = % Z mg; = ) Guded
i=1 k=1
3Nk
Betrachte nun T'(AGy, .. ., A@sn—x) = > amAGAG = NT (G, .- dan—k) = n =2
k=1
Mit b) folgt nun
BNk 5

Za ¢ = 2T

14. Aufgabe: Mechanische Ahnlichkeit

Unter mechanischer Ahnlichkeit , falls U eine homogene Funktion vom Grad k ist, gilt
unter der Transformation h — h* = ah,t = t* = al~3¢. Falls 7;(t) eine Losung ist, so
auch oF, (o'~ 2t)

—

(a) U=— fﬁd?, mit konstantem F (homogen) folgt U = —F7' = —Fyr, — Fyr, — F,r,.
Also ist U eine homogene Funktion vom Grade k = 1.
Unter mechanischer Ahnlichkeit gilt unter der Transformation h — h* = ah,t — t* =

_k 1
a7 3t = a3t

Somit ergibt sich

Wobei h* = 75 = ar, = ah.

(b) Im Newton’schen Potential gilt U = z W;Zmi - und somit ist U eine homogene
3,j=1
Funktion vom Grad k = —1. Damit ergibt sich fir d = |r; — 7| unter d — d* =
7 =Tl = alfi = 7| =oad.t =t =a' bt = alt
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2 *
Somit ergibt sich a = (t—) 5 = < ynd damit

t d
*\ 2 *\*
(7) - (%)
15. Aufgabe: Erhaltungsgrofien

Variante 1 Vorwort :

Falls £ transformationsinvariant ist, so muss gelten

Einmal getaylort ergibt sich

Yo
L(qr + 0k, dr) = L(qr qx) + Z OQk~— ar
Womit sich ergibt
oL Lagr(zngell d oL
— =0
Z 5% it 4 . 20,

(a) Betrachte nun Zeitliche Invarianz £(t) = L(t + &) + %¢
Also muss &= = 0 sein , da € # 0
Falls ij—ﬁ = O , so ist auch % =0

N
AL _ NNOLE | OLR
@ = 2on"i T oRT

1=
Mit g—f = %% und Produktregel ergibt sich

Betrachte nun % = mrZ = 9T
or; or;
N oc N ooc:
Mit Satz von Euler ergibt sich ;:1 orTi = ;:1 or T = 2T
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Eingesetzt in obige Gleichung ergibt :
N
Za_’ T U—-2T) = T+ U = const
— Or

Betrachte nun Drehinvarianz

Wahle 0q;, = 55 x 7 (Drehung des Systems mit gz;
N —

Verwende nun (3) = 4 Z(gzﬁ X ﬂ-)% =0

-

Mit (@ x b)-c=a- (b x 8) und —7"1 mF; = p; , sowie L = 7 x [ ergibt sich

i -

&lg‘

Dies ist Drehimpulserhaltung in gg Richtung, da dies nicht néher festgelegt wurde,

gilt also Drehimpulserhaltung in allen Richtungen

Betrachte konstantes €' = dgy

P P EF =T

Vij(Irs = m51) = Vig(Irs + &€= 7 = &) = Vi (I7s = 750)
N . N .

Verwende nun &£ = pz und (3)

dN
= 2T

Also Impulserhaltung in £ Richtung

Variante 2 Benutze Noethertheorem :

Noethertheorem
Falls S[q;(t)] = S[qg;(t*)] mit

; = i Qi T
(@) (4 Q+€w(qg )
t t*=t+eo(q,d,t)
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, dann nennen wir S invariant unter 7'. Es liegt eine Symmetrie vor = Es gibt

eine Erhaltungsgrofe (Q mit

Q(QiaQiat):Z(gg ) ( Za—q><p

7

und J
=
(a) Zeitinvarianz — 1 =0, =1
Q=r-3 2%,
i=1
Laut Eulertheorem ist Z oL g? 7 =2T

Somit ist Q =T —-U — 2T = (T+ U ), also ist nach Noethertheorem 4(T+U) =
%E = (0 = Energieerhaltung

—

(b) Drehinvarianz — ¢ = 0,1; = @ X 7

N
Q=3 55 (@ x7)
i=1 "
Mit 2 =5, ,@xb=—bxaund (@xb)-c=a- (bx &) sowie px 7 = —L folgt

or;
N — —
Q: ZLi'(E:LGes'Jj
i=1
Mit % = 0 folgt also Drehimpulserhaltung in & Richtung, somit in alle Rich-
tungen
(¢) Réumliche Translation = ¢ = &, k € {1,2,3},0 =0
N N
Q:Z%gkzzﬁgk:ﬁgesgk
i=1 " i=1
Mit % = % (Pyes - €x) = 0 folgt also Impulserhaltung in €}, Richtung. Da dies

nicht genauer festgelegt worden ist, folgt also Impulserhaltung in alle Richtungen.
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Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik)

Besprechung: Dienstag, 31.05.2011

Wichtig: Melden Sie sich im Studierendenportal bis zum 03.06.2011 fiir die Vorleistun-
gen an. Falls Sie sich nicht im Studierendenportal anmelden kénnen aber dennoch an

der Probeklausur teilnehmen miissen/wollen, melden Sie sich bitte per E-mail (pe-

ter.marquard@kit.edu) an.

Aufgabe 16: Gekoppelte Pendel

4 Punkte‘

Betrachten Sie zwei gekoppelte Pendel wie in nebenstehender
Abbildung. Die Feder habe die Federkonstante D und sei im
Abstand [ befestigt. Die Ruhelage ist o1 = @2 = 0.

a)

b)

c)

Stellen Sie die Lagrangegleichung und die Bewegungs-
gleichungen fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage
auf.

Losen Sie die Bewegungsgleichungen fiir den Fall m; =
mo = mund l; = Iy = ly. Berechnen Sie hierzu die Fun-
damentalschwingungen und geben Sie die allgemeinste
Losung an. Bestimmen Sie die Losung fiir die Anfangs-
bedingungen ¢1(0) = o, ¢2(0) = ¢1(0) = ¢2(0) = 0.
Diskutieren Sie das zeitliche Verhalten der Losung.

Losen Sie die Bewegungsgleichungen fiir den Fall m; #
mo und [y = Iy = ly. Berechnen Sie hierzu die Fundamen-
talschwingungen und geben Sie die allgemeinste Losung
an. Bestimmen Sie die Losung fiir die Anfangsbedingun-
gen ©1(0) = ¢o, v2(0) = ¥1(0) = ¢2(0) = 0. Diskutieren
Sie das zeitliche Verhalten der Losung. Worin unterschei-
det sich die Losung von Teil b)?

Aufgabe 17: Federkette

3 Punkte

Betrachten Sie eine Federkette bestehend aus drei Federn ( Fe-

derkonstante D) und zwei Massen (Masse m) wie in der neben-

stehenden Abbildung. Die Federn seien mit der Kraft /" vorge-

spannt. Der Abstand zwischen den Massen und von der Wand

betrage jeweils .

a)

b)

Betrachten Sie nur longitudinale Auslenkungen. Stellen
Sie die Bewegungsgleichungen auf.

Betrachten Sie nur transversale Auslenkungen in der
Ebene. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

c) Losen Sie die Bewegungsgleichungen aus a) und b) und

geben Sie die allgemeinste Losung an.

(bitte wenden)

lo m lo m ZO

-0 @



UBUNGEN ZUR KLASSISCHEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 6
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Aufgabe 18: dreiatomiges Molekiil 3 Punkte

Betrachten Sie ein lineares dreiatomiges Molekiil, dessen Ato-

me wie in der Abbildung angeordnet sind. Die Atome befinden

sich in der Gleichgewichtslage im Abstand b:
Yo~y =us —ys =b.

Das Wechselwirkungspotential habe die Form:

k
V@hmﬂmﬁ=EKm—ﬂn—bV+(m—yz—wﬂ. m M m

a) Stellen Sie die Lagrangefunktion auf. Verwenden Sie hier- 4‘/\‘\\/‘

bei die Koordinaten z; = y; — 9.

Y Y2 Y3

b) Berechnen Sie die Eigenfrequenzen des Systems.

¢) Bestimmen Sie die Transformation auf Normalkoordina-

ten.

d) Bestimmen Sie die allgemeinste Losung der Bewegungs-
gleichungen.



16.

(a)

Aufgabe: Gekoppelte Pendel
2 2
T = % >omilipt U = %DF(Sin(S@l) — sin(p2))? — > migl; cos(p;)
i=1 i=1
Also ergibt sich fiir die Lagrange Funktion :
1¢ 1 2
L= 3 ;milfsb? - §Dl2(sin(901) — sin(p2))* + ;migli cos(¢;)

Damit ergeben sich folgende zwei Gleichungen

mllfgbl + Dl2(sin(g01) — sin(y)) cos(¢1) + migly sin(py) =0
malaps — Dlz(sin(gpl) — sin(psg)) cos(p2) + magla sin(ps) =0

Genidhert fiir kleine Auslenkungen um die Ruhelage ergibt sich zusétzlich sin(z) ~ x

und cos(z) ~ 1. Also

malip1 + DI (g1 — @2) + maglior =0
mglggbg - Dlg(@l — 2) + maglaps =0

Nun soll m; = my = m und l; = ls = [y sein. Damit vereinfachen sich die Gleichungen

auf
mlo(lop1 + gepr) + DI (g1 — ) =0
mlo(logz + gpa) — DI (g1 — 3) =0
5 lo + DI? —DI?
Betrachtet man nun ¢ = 1 P = 9?1 M = mlg-]l, K= mgto +
©o Ba —D/? mgly + DI?

so lasst sich das Gleichungssystem schreiben als

Mp+Kp=0

Betrachtet man nun als Losungsansatz ¢(t) = Ae™? | so ergibt sich die Gleichung

(K —w?M)Ae™" =0
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Damit dieses System nicht triviale Losungen hat, so muss det(K — w?M) = 0 sein.
. . 2
Daraus ergibt sich w; 3 = & %,W3,4 = i%\/ —mgl(’:;wl == % + 22—%

1 .
Fiir w = wy o ist ¢(t) = C4 ( ) ewt

Fiir w = ws 4 ist (t) = Cy ( > et
Also ergibt sich

o(t) = (1) (C1 cos(wt) + Crasin(wqt)) + <_11) (Co cos(wst) + Caa sin(wst))

. / DI2
Wobei W3 = % + 2m_lg’ W1 = %

Betrachte nun die Anfangsbedingungen ¢1(0) = ¢, p2(0) = ¢1(0) = ¢2(0) =

Betrachte hierzu

O =w (1) (—Chy sin(wyt) + Chg cos(wit)) + ( . ) w3 (—Co9 sin(wst) + Cag cos(wst))

Damit folgt

1
Ci = %0
012 =0
1
Co1 = —§<P0
CQQ =0

Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen

1 1
1(t) = %0 cos(wqt) + %0 cos(wst)

1 1
po(t) = %0 cos(wqt) — %0 cos(wst)

Wihrend die Fundamentallésungen Schwingungen mit konstanter Amplitude sind, ver-

halten sich die Allgemeinen Losungen eher folgendermafsen
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Grad pro phi0

phil(t) phi2(1)|

(¢) Nun soll im Unterschied zu Teilaufgabe b) m; # ms sein, damit &ndert sich die Matrix

12 0 lo + DI? —DI?
Mozu M= |0 D
0 mglg —Dl2 mgglo + Dl2
Die Eigenfrequenzen veréndern sich dann zu w? = %, w3 = % + Dﬁ—z%
0

Als Losungsvektoren ergeben sich dann

o(t) = (1) (Ch1 cos(wit) + Cha sin(wqt)) + < {”1) (Cay cos(wst) + Cag sin(wst))

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich dann

oty = 7° i cos(wit) + oA cos(wst)
Qo cos(wit) — o cos(wst)

Der Unterschied besteht in dem von den Massen abhiangigen Faktoren, welche die

Amplitude auf ein Vielfaches von g beschriankt.

Der zeitliche Verlauf ist hier jedoch vergleichbar mit dem von b), die einzige Verdnde-

rung ist in der Grofe der Amplituden und dass ¢, nicht 0 wird.
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17. Aufgabe: Federkette

Bezeichne nun sy die Lange der entspannten Feder. Das allgemeine Potential lasst sich
3
dann schreiben als U = 2 2:1(5Z —50)%, mit 51 = \/2? +y}, 50 = /23 + (g2 — 11)?, 53 =

vVai+yiundxy =1—0+q, 22 =1lo+q — q,23 =lp — ¢
Das Potential ist dann

(\/lh (¢ +15) _50)2+§(\/(yl_y2)2+(l0_Q1+Q2)2_30)

D
§<\/y§+ lo — q2)? —80)

L2
:E;m(ﬁ

(a) Hier wird nur die Auslenkung beziiglich der x—Koordinate betrachtet — y; = yo =

2

1=9=0
Somit ergibt sich

2D -D
K =
)

Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen
0 ] 2D -D
m ({1 n ) _ 0
0 m G2 —-D 2D G2
(b) Betrachtet man nun die Auslenkung in y—Richtung , so ergibt sich
e
-3 mi
i=1
1
Uy = 50 (07 =507+ (8 o =) = s+ (428 - o))
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Somit folgt fiir die Matrizen

K, = Hy(0) = (1—E><2D _D>

Die Bewegungsgleichung ergibt sich dann als
0 m ] \ o lo —D 2D Yo 0
Losen der Longitudinal-Richtung :

det (K, — w?M,) = 0 —> w? € {32’ 2}

m’m
on= 3=\ [2

x(t) = (Zl) (Cy1 cos (wit) + Casin (wit)) + (1) (Ca1 cos (wat) + Cag sin (wat))
Losen der Transversal-Richtung :

det(K —w’M) =0 = w’ € {35(1 — E) Za -2

Die Fundamentalschwingungen dazu sind

y'(t) = (1) (Cy,ll cos ( %(1 - %?)) + Cy128in ( %(1 — j—;))))
y'(t) = <_11> <Cy721 o8 ( 3 %(1 - E)> + Cy 22 8in ( 3- %(1 — j—j)))

Die allgemeinste Losung ist dann y(t) = y*(¢) + y*(t)

Fiir die Ortsvektoren zu den Massen gilt dann 7 (t) = (xl) ,To(t) = <x2>
%
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18. Aufgabe: Dreiatomiges Molekiil
(a)

1< k
/: = § Zzlmzl’? — 5 ((132 — LL’1)2 + (Ig — $2>2)

(b) Zur Berechnung der Eigenfrequenzen werden die beiden Matrizen aufgestellt

m 0
M=10 M 0
0 m
k —k 0
K=|-k 2k —k
0 —k k

Um die Eigenfrequenzen zu bestimmen, gilt mit dem Losungsansatz z(t) = Ae®* und

M3z + Kx = 0 und der Bedingung dass es nicht triviale Losungen geben muss

!

det(K — w?*M) = —(k — w*m)w?(kM + 2km — Mmw?) = 0

Damit ergibt sich

(¢) Als Transformationsmatrix zu w? = 0, w? = £ w2 = BLE2ME oLoiht gich
m Mm

1 a1 1

m 2

V3 V2 V2+am

_ | L 0 . 2m
S=1|v My/2+422

FIREY 1

2

V3 V2 V2 Ham

Seien Cj nun die Normalkoordinaten, so gilt ¥ = .5 Cj
I+ M'Ki=0, ist EV von M'K zum EW w?
M7 KT, = Wit .

SG+MKSG =0 = SG+ (#1w?, twd, t5w2)F = 0
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3 .
Also > 4;Q; + Tiw?Q; = 0 . Da EV linear unabhéngig sind, folgt

i=1
Qi +w!Q; =0
fir allet =1,2,3
(d) Fundamentallésung zu w; + Fundamentallosung zu ws + Fundamentallésung zu ws

Losung 1 : 2'(t) = vt + 7

1
Losung 2 : 2%(t) = | 0 (021 cos (ﬁt> + Chy sin (\/%t»
1
Lﬁsung 3 : $3(t) = _QWW’L (031 COS ( Wt) + C32 sin ( (M;Ii:l)kt>)
1

Somit ergibt sich fiir die allgemeine Losung

z(t) = z'(t) + 2*(t) + 2°(¢)
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Wichtig: Die Probeklausur findet am 07.06.2011 von 17:30 — 20:00 im Gerthsen Horsaal
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ist ein doppelseitig handbeschriebenes DIN A4 Blatt.
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Aufgabe 19: unendliche Federkette 5 Punkte‘

Betrachten Sie wie in Aufgabe 17 eine Federkette, jetzt aber bestehend aus N + 1 Federn (Feder-
konstante D) und N Massen (Masse m). Der Abstand zwischen den Massen und von der Wand

betrage jeweils ly.

a) Betrachten Sie nur transversale Auslenkungen in der Ebene. Stellen Sie die Bewegungsglei-
chungen auf. Hinweis: Die Bewegungsgleichungen lassen sich in kompakter Form schrei-
ben, wenn man eine 0. und (N + 1)-te Masse mit Koordinaten g (t) = gn+1(t) = 0 einfiihrt.

b) Um die Bewegungsgleichungen zu l6sen machen Sie den Ansatz
g;(t) = Ca; cos(wt + ) = Csin(aj) cos(wt +6),j=1,...,N.

(i) Bestimmen Sie a.

)
(ii) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen w..
(iii) Geben Sie die allgemeinste Losung an. Sind die Schwingungen periodisch?
iv)

(iv) Driicken Sie allgemein die Integrationskonstanten durch die Anfangsbedingungen
¢;(0),;(0) aus.

¢) Fuhren Sie den Kontinuumslimes durch, d.h. betrachten Sie den Limes N — oo, wobei zu
berticksichtigen ist, dass zusatzlich

n — 00 lo =0 so dass (N +1)lp =1 = konst
m— 0 lp —0 so dass m/ly = p = konst
D — lo—0 so dass Dly = konst

erftilltist. Ersetzen Sie ¢;(t) — ¥(z,t), x = jlp und bestimmen Sie die Differentialgleichung

fur ¥(z,1).
Aufgabe 20: Wellengleichung 2 Punkte
Betrachten Sie die Differentialgleichung
1 0? 0?

Eine Klasse von Losungen dieser Differentialgleichung, die Bernoullischen Losungen, hat die

Form
U(z,t) = x(z)p() -

a) Machen Sie obigen Ansatz fiir ¥(z,t) und bestimmen Sie die Losungen fiir x(x) und ¢(t).

b) Betrachten Sie nun ein Randwertproblem mit den Bedingungen ¥(0,¢) = ¥(L,t) = 0.
Geben Sie die allgemeinste Losung dieses Problems an.

(bitte wenden)
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Aufgabe 21: angeregte/gediampfte Schwingung 3 Punkte

Betrachten Sie einen angeregten harmonischen Oszillator mit Dampfung. Die zugehorige Bewe-
gungsgleichung hat die Standardform

&+ 2y + wir = focos Ot

a) Bestimmen Sie zunédchst die allgemeine Losung fiir den Fall fy = 0. Betrachten Sie die Fille

Y2 <wd, > wi, v =Wl
b) Finden Sie nun eine spezielle Losung des vollen Problems, machen Sie hierzu den Ansatz
z(t) = Ae?¥=%)

und bestimmen Sie A und ¢. Wie lautet die allgemeine Lésung des vollen Problems?



19. Aufgabe: unendliche Federkette

Im Tutorium so besprochen:

(a) allgemein: m - G; +2- Dgi — giv1 — ¢i-1 = 0,40 = qn41 =0

(b) Ansatz: ¢;(t) = C - a; - cos(wt + 6) = C - sin(aj) - cos(wt + 0)
qnt1 =0 = sin(a-(N+1)) =0 = a(N+1)=rm = a, = yq,7r=1,...,N
Ansatz einsetzen: —mw? - sin(ayj) + D - (2 - sin(aj) —sin(a(j + 1)) —sin(a(j — 1))) =0
sin(a + ) = sin(«) - cos(5) % cos(a) - sin(S)

—mw? - sin(aj) + D(2sin(aj) — sin(ayj) - cos(a — cos(aj)sin(a) — sin(a;j) cos(a) +

cos(aj)sin(a)) =0
= sin(aj) - (—mw? 4+ 2D — 2D cos(a)) = 0 = Der Teil in der Klammer ist 0.
= w? =22 (1 -cos(a)),w?=22.(1- cos(§57)) = 42 sin%ﬁ)

=z

allgemeinste Losung: ¢;(t) = > (Ay cos(wit) + By sin(wgt)) - sin(ayj)
k=1

N N
q;(0) = Z Apsin(ogj) = Y2 Apsin({25J

= k=1

v
¢;(0) = > Bywysin(agj)

k=1
Z Sln(N+1j) Sin<N+1j) N+15
fo sin(™FE sin( " dr = éémn

. N N . k- . . N 1 1
Z q;(0) sin(§7) = kz_: Z_: kSin(357 ) sin(§57) = I;Ak%érk = A~
qu sin( ) = Z; Bywy sin(§777) sin(§7577) = l;Bkwkékr = = Buw,~F
(c) (N+1)g=17=p,Dlp=const. = k alle = lp = 0
md; — D(2q; — ¢j+1 — q¢j—17 = 0 Teile durch DI3
Dﬂlgt’j] + %(3—3’ — qjl—gl — qjlo ) = 0 mit [7)72 = const.
chJ+E_qJ+llo ‘IJ+’1J ZJ =0
q;(t) = U(z,t) = V' (jlo, 1)
. . . . 2 2

mit lo = 0: ﬂ%{%%( P (Glo)+ L (G —1lo) = HG;— 2 (F(2) = 55255 =0

(a) Mit g0 = qn4+1 = Go = Gn41 =0
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= U (0,0
8%8% ( )

RNXN

Dies ist eine Tridiagonalmatrix mit K € und den Koeflizienten

2 =i

S
(K)ij:D'(l—l—((:) -1 |Ji—jl=1

0 sonst
Die Bewegungsgleichung ist dann M¢+ Kq =0
(b) (1)
¢;(t) = Csin(ay) cos(wt + 0)

q;(t) = —w?C'sin(aj) cos(wt + 9)

C cos(wt + 9) (Z sin(oj) (K5 — mw2)) =0

~D(1— j—(‘:) (sin(a(i — 1)) + sin(a(i + 1)) + (2D(1 — j—;’) — mw?) sin(ai) = 0

Sei nun b := D(1 — ?—g), dann folgt aus der Gleichung mit Additionstheoremen
sin(ai) (2bcos(a) — 2b 4+ mw?) = 0
Da sin(ai) = 0 keine dauerhafte Losung ist, folgt also

2bcos(a) — 2b+ mw® =0 =

. mw?
a = arccos | 1 —
20
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Fiiri € {2,...,N — 1}
(ii) Rekursiv ergibt sich fir A = K —w?*M und b= D - (1 — 32)
0

det A, = (2b — mw?) det(A,_;) — b*det(A4,_s)
Mit den Startwerten
det A; = 2b — mw?

det Ay = 30> — 4bmw? + m2w*

20. Aufgabe: Wellengleichung

Im Tutorium so besprochen:

(a) Den Ansatz einsetzen: % x¢” = x”¢ teile durch y¢
c%%, = X% = const. = —k* = ¢+ k%0 = 0, X" +kx =0 = o) =

Aj cos(ckt) + By sin(ckt) = A cos(ckt + 0)
X(x) = Ay cos(kz) + By sin(kx)

(b) W(0,t) =W¥(L,t)=0
— U(0) = V(L) =0
= Ay =0,sin(kL) =0 = kL=nm,neN

Allgemeinste Losung: W(x,t) = Y A, sin(Fx) cos(ckt + 0)

Die eindimensionale Wellengleichung ist gegeben durch

1 92 02

(a) Sei nun
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. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

(&) 5r56(8) = (1) ()

Verwende den Ansatz

x(x) = Ch cos(wix) + Chgsin(wy)
o(t) = Cay cos(cwat) + Cag sin(cwat)

Eingesetz in die Differentialgleichung ergibt dies

—Fwix(x)o(t) = —wic(t)x(x)

Daraus folgt

wi = wj = w?
Also ist
bz, t) = x(x)o(t)
mit
X(x) = Chy cos(wzx) + Cha sin(wz)
o(t) = Cyy cos(cwt) 4+ Cog sin(cwt)
Nun sei
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011 =0
Cyr sin(wl) =0

Somit folgt als Losung

Cll = 0
2

= k— kel
w 7 €

Damit ist die Wellengleichung gegeben durch

¥(z,t) = Crz sin(k%rx) (021 COS(CszWt) + Ca sin(ck%t))

21. Aufgabe: angeregte/gedampfte Schwingungen

Im Tutorium so besprochen:

(a) Fall fo =0
Ansatz: e(@=9)t
= —w?+[2-2iBw+2y(iw—PB)+wi =0 = —w?+B%—2yB+wi+i(—2Bw+2yw) =
0 = B=7yw=wi—°*
Fallunterscheidung: wg > v? = z(t) = (Asin(wt) + B cos(wt))e™ "
VY=wl = w=0 = z(t) =e (B +tA)
12> w2 = 2(t) = Ae” TVt L Bem(rm vyt -wt

(b) fo#0
Ansatz: z(t) = Ae¥79) — A= (% 4 2170 + Wd) = foe™ = A(-Q2 +
207 + w?) = foe'®
= AP+ RGP+ PR = fo = A=
tan(¢) = A(—Aé—;-&%)
spezielle Losung: Z(t) = A cos(Q2t — ¢)
allgemeine Losung: w? > 7% : x(t) = (A cos(wt) + Bsin(wt))e " + Z(t)

(a) Betrachte nun
i+ 2yi +wijr =0
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Setze als Losungsansatz x(t) = C'e*’. Damit folgt fiir die Differentialgleichung
w? + 2w + wg =0

Somit ist

\/A4y? — Aw?
w1,2=—71%:—7i\/72_“’8

Betrachte nun folgende Félle

(i) Schwingungsfall 72 < w} = /7% — w? = iy/wi — 72 = iQ Somit gilt fiir die

Losung
() =e " (Clemt + C’Qemt) = e " (Asin(Qt) + Bcos(Qt))

Also schwingt das System mit der Frequenz (2.
(ii) Kriechfall 7 > w? = Q= /72 — w? und

z(t) =e (C’lem + C’gem) = ¢ " (Asinh(Qt) + B cosh(Qt))

Das System schwingt nicht.

(iii) Aperiodischer Grenzfall 7 = w} = Q= /[2-wWi=0 = w= —.

Losung der Differentialgleichung ist dann
z(t) = Cre " + Cyte™!

Beweis erfolgt durch einsetzen mit & = —Ciye "' +Coe (1 —ty), 7 = Ciy?e '+
Cae™ "y (ty — 2)

(b) Sei nun z(t) = A9 i = QA=) i = —AO2( %) Somit folgt aus der
Differentialgleichung

(=% + 29iQ + wj) AeM=9) — f cos(Qt)

A (=0 4 29iQ + wy) isin(Q — ) + A (—Q% + 27iQ + wj) cos(Qt — ) = fo cos()
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Also

sin(Qt — ) A(Q? — w3) — 249 cos(t — ) =0
A% — w?) cos(Qt — @) — 2AyQsin(Qt — @) = fo cos(Q)
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Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 20.06.2011, 11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 21.06.2011
Aufgabe 22: inhomogene Differentialgleichungen 2 Punkte‘

Es treten hdufig inhomogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

(1) + z(r) = Z (A, cosnt + By, sinnr) (1)

n

auf.

a) Zeigen Sie, dass fiir Differentialgleichungen diesen Typs das Superpositionsgesetz gilt, d.h.
falls 1 (t) und x2(t) Losungen der Differentialgleichungen

Br)+ () = i), =12
sind, dann ist z(7) = z1(7) + z2(7) eine Losung der Differentialgleichung
(1) +x(r) = f1(7) + fa(7) -

Es ist also ausreichend, sich die Losungen der Differentialgleichung (1) fiir die einzelnen
Terme auf der rechten Seite getrennt anzuschauen.

b) Berechnen Sie die speziellen Losungen der Differentialgleichungen
Z(1) + x(r) = A, cosnt,

wobei n € IN ist. Hinweis: Betrachten Sie die Félle n = 1 und n > 1 getrennt, machen Sie
den Ansatz z(7) = a17sin 7 bzw. z(7) = a,, cosnT und bestimmen Sie die Koeffizienten q;.

Wiederholen Sie die Analyse fiir die Differentialgleichungen

Z(1) + x(r) = By sinnr.

Aufgabe 23: selbsterregender Schwinger 5 Punkte

Betrachten Sie ein System mit der Differentialgleichung
jﬁ—i—e(xQ—l)j:—i—m:O.

Diese Differentialgleichung, eine vereinfachte Form der “Van der Polschen Gleichung”, beschreibt
ein System, bei dem kleine Auslenkungen verstarkt und grofie geddmpft werden.

Losen Sie die Differentialgleichung mit Hilfe der Stérungstheorie bis zur zweiten Ordnung in e.
Zur Zeit t = 0 gelte £(0) = 0.

a) Ersetzen Sie 7 = wt und zeigen Sie, dass man dann die Differentialgleichung
w?z” +ew (2> —1) 2’ +2=0
erhélt, wobei der Strich die Ableitung nach 7 bezeichnet.
b) Machen Sie fiir z und w einen Potenzreihenansatz der Form

x:x0+ex1+62x2,

w:l—l—ewl—i—eQwQ.

Setzen Sie diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein und sortieren Sie nach Potenzen
von €, wobei Terme der Ordnung €* und héher zu vernachléssigen sind. Losen Sie die so
erhaltenen Differentialgleichungen fiir xo, z1, 2 iterativ.

(bitte wenden)
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Hinweis: Benutzen Sie Identitédten fiir die Produkte von trigonometrischen Funktionen, um diese
zu beseitigen und verwenden Sie dann die Ergebnisse aus Aufgabe 22. Terme der Form 7 sin 7
bzw. 7 cos 7 sind nicht physikalisch, eliminieren Sie sie durch geeignete Wahl der Konstanten. Fiir
x1 und x9 sollten die Differentialgleichungen die folgende Form haben:

" 15 . A3
] +x1 = 2Apwy cosT + (ZAO - Ao) sint + 1 sin 37

1 3 5
a:g + 20 = <4w2 + Z) cosT + 2CysinT — 500537’4—302311137—1— 100557'.

Aufgabe 24: Konvergenz der Storungsreihe 3 Punkte

Betrachten Sie die Differentialgleichung
=1z + ex?
mit der Anfangsbedingung z(0) = A.
a) Bestimmen Sie die exakte Losung der Differentialgleichung.

b) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung in 2. Ordnung der Stérungsreihe. Ma-
chen Sie hierzu einen Potenzreihenansatz (in €) fiir x(¢).

c) Entwickeln Sie die exakte Losung aus a) in € und vergleichen Sie mit der Ndherung aus b).
Fiir welche Zeiten ist die Ndherung sinnvoll?



22. Aufgabe: inhomogene Differentialgleichungen

(1) +x(r) = Z A, cos(nt) + By, sin(nr)

(a) Es gelte

B1(7) + 21(7) = f2(7)

Somit gilt fiir

1.Fall Betrachte nun
(1) + z(1) = A, cos(n)

n =1 Ansatz

x(7T) = ay7sin(7)

Einsetzen ergibt

2@1 = Al

und somit
Ay
a] = 7

n > 1 Ansatz

x(71) = a, cos(nt)

Einsetzen in die DGL liefert
—ay cos(nt)(n* — 1) = A, cos(nt)
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Das liefert fiir die Koeffizienten

2. Fall Betrachte nun
(1) + z(7) = By sin(nr)

n =1 Ansatz

Einsetzen liefert

n > 1 Ansatz

Einsetzen liefert

—b, sin(n7)(n* — 1) = B, sin(n1)
Dies liefert fiir die Koeffizienten

B,
n?—1

by = —

23. Aufgabe: selbsterregender Schwinger

Geben sei
i+e(@®—1)i+z=0

20



(a) Verwende

d  dr(t)de
—r = -
dt dt dr

= wx'

d? d d

@m(t) ="
G

Somit folgt aus der UrsprungsDGL
Wi +ew(@® — 1)’ +2=0
(b) Nun sei der Ansatz

T = X9+ ET +52m2

w=1+ecw + 2w
Eingesetz in die Differentialgleichung mit vernachlissigung aller Terme mit £ und

hoher ergibt

"
0=z + x,
" " / 2.7
+e€ (:1:1 + 2wy + ] — T + xoxo)

+ &2 ((2w2 +w1)wy 4+l + 2wz + (22— D) + (25 — 1)y + 221202, + xQ)
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Verwende

Lose nach

)
LL’0+JI6/:0

Losung ist dann
xo(T) = Ap cos(T) + By sin(7)

Aus x((0) = 0 folgt By = 0 Also

xo(7) = Ap cos(T)

x1 Es ergibt sich :

o + 1 = 2wy Ag cos(T) + Agsin(7) (A cos* (1) — 1)

(14 cos(27))sin(T)) = éll (sin(37) — sin(7))

N | —

cos?(7) sin(7) =

Al , Ad
i + 1 = 2A0w; cos(T) + <Z0 — Ap) sin(7) + ZO sin(37)

Ay N—— N~
Bl B3

Also

Da 7sin7 und 7 cos 7 unphysikalisch sind, folgt

A3
Ble:IO—AO — A0:2

A1:O:2A0w1 = w; =0

3
. _ Ao
sin(37) = 2 sin(37)

T1p = —
pg n2_

1 = CrcosT + CysinT

52



T1=T1hp+ T1p

[Ei(O):O:CQ—

A~ w
[

=)
3

[
=~ W

Also insgesamt
3 1
xy = C} cos(T) + 2 sin(7) — 2 sin(37)

T2

1 3 )
Ty + x4 = cos(T) <Z + 4w2) ~3 cos(37) + 1 cos(57) + 2C sin(7) 4 3C} sin(37)

Wieder mit B, = A; 20 folgt wy = —%, Ci=0

x9 = Dy cos(T) + Do sin(1) + % cos(371) — 9—2 cos(57)

Nun muss wieder gelten
2y(0) =0 = Dy =0
24. Aufgabe: Konvergenz der Storungstheorie

Nun sei
=x(1 +ex)

mit

z(0) = A

(a) Es folgt aus der DGL

/dt / dx
x + ex?

t=In(z) —In(l+ezx)+C

. xeC
e =
1+ ex
¢
e
t) = —
x(t) eC — ete
Mit
z(0) = A



folgt

14 Ae
C _
© T4
Aet
"0 = A a =
(b) Da
©(0) = A

muss gelten
£(0) = @0(0) 4 ed1(0) 4+ £2i5(0) = A

Daraus ergeben sich die Gleichungen

o(0)
%1(0)
72(0)

I
o o N

Verwende den Ansatz
z(t) = zo + ex1(t) + 2a2(2)

Dann ergibt sich aus der Differentialgleichung
{i‘() + €j71 + EQi‘Q = (xo +exy + 821‘2) (1 + 8(270 +exy + 821'2))

0.te Ordnung

Ty = To
Die Losung ist dann
$0(t) = C()6t
Mit #((0) = A folgt
Co=A
und somit
7o(t) = Ae
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1.te Ordnung Nun folgt die DGL
i‘l = (A262t + Zlfl)

Somit folgt
xl(t) = .Z'(Z) + Clet = A2€2t + C’let
Mit
71(0)=0 = 242 +C, =0 = (), = —24?

Und somit
x1(t) = A% —2A%" = (1) = A% (e! — 1)

2.te Ordnung Es folgt nun die DGL
de = 2433 — 243 + 14
Die Losung ist dann
To(t) = Che' + Cpr1e* + Cpae™
Eingesetzt
Cre' + 20, 1€ + 3C, 9¢* = 243%¥ — 24%e* + Oje' + Cp1e* + O 3¢
Koeffizientenvergleich liefert

Cpo = A3
Cp71 — —2A3

Anfangsbedingung
29(0) = Cpy + A® — 243 20 = C), = A
Als ganze Losung ergibt sich dann

z5(t) = Ae' (1 +eA(e' — 1) + 2 A%(e' — 1))
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(c) Fiir die n — teAbleitung nach £ kann man erkennen

, nlA"Het(1 —et)n

$(n)(t) = (1) (1+ Ae(1 - et))n+1

Damit gibt die Taylor-Reihe um 0

x (n)

|50:0 o An—i—let(l o et)n
z(t) = e =Y (=1) com0E”
=2 n! §;< )a+ﬂ%d1—a»“J ’

n=0

Fiir die 1—te Teilsumme gilt dann

N, e ATlel(1 ey .
K(i) = %( D Ay = ey e
_ Aef(A(er — 1)g) ! Aet

T As(et—1)—1  Ae(et—1)—1
1— (A(e! — 1))
1—(A(et = 1)e)

= Aét

Dies ist die geometrische Reihe , die nur einen Grenzwert hat, falls

Ag(el = 1) < 1

Dann ist
x(t) ~ Ae' (1 +eA(e' — 1) + 2 A% (" — 1))

t<In(1l-+ !
n Ae

Somit muss fiir die Zeit gelten
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Aufgabe 25: Poisson-Klammern 7 Punkte ‘

Die Poisson-Klammer zweier Funktion f(p,q,t),9(p,q,t) (¢ = q1,--.,qn; p = p1,-..,Pn,), die von

den verallgemeinerten Koordinaten ¢; und Impulsen p; = 8(?1'1' L abhéngen, ist gegeben durch

< 0fdg 0f 9y
{f7g} B Z Op; 0q;  Oq; Op;

a) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Poisson-Klammer. f, fi, f2, f3, g seien Funk-
tionen und ¢ € R eine Konstante.

(i)
{f1+f27g} = {f17g}+{f27g}7
{f1f27g} = fl{f27g}+{f17g}f27
0 0 0
Filf9t = a—{,g}Jr{f,a—i

(i) of of
{f7qk}:a—pk7 {f?pk}:_@v

womit dann
{giac} =0 {pipe} =0 {piqe} = dir
gilt.
(iii) Jacobi-Identitat:
{fi{fos fs}} A fo S, i} +{f3,{f1. o} } =0
(iv) Poisson-Theorem: Seien f und g zwei Integrale der Bewegung, d.h. % f= % g =0,
dann gilt
Lirgr=0
d t 7g - .
b) Betrachten Sie im folgenden den dreidimensionalen Fall in kartesischen Koordinaten, der
Drehimpuls sei definiert durch
L=qxp.
Berechnen Sie
(i) {Li,p;}
(i) {Li, L;}
(iii) Sei ¢ eine skalare Funktion von ¢ und p, d.h ¢ hingt nur von den Kombinationen

@, p%,q-pab: o = o(q%, 7,7 p). Zeigen Sie, dass gilt:

{@’LZ} =0.

(bitte wenden)
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Aufgabe 26: Teilchen im Magnetfeld 3 Punkte

Die Bewegung eines elektrisch geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld wird
durch die Lagrangefunktion
m -2 Lo
L= 27— g(o(r) - - A7)
beschrieben, wobei m die Masse und g die elektrische Ladung des Teilchens sind. ¢ ist das skalare

und A das Vektorpotential.
a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion auf.

b) Betrachten Sie nun den Fall ¢ = 0 und A(Z) = (0,zB,0). Dies fiihrt iiber B = V x A
auf ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Stellen Sie fiir diesen Fall die kanonischen
Gleichungen auf und l6sen Sie sie.

Aufgabe 27: Legendre-Transformation 3 Bonuspunkte ‘
Die Legendre-Transformation hat eine einfache geometrische y
Interpretation. Betrachten Sie eine konvexe Funktion f(z) flx) px

(konvex: f”(x) > 0). Betrachten Sie zusitzlich die Gerade
y = px, p > 0. Sei z(p) der Punkt, an dem die Kurve f(z) am
weitesten von der Geraden in vertikaler Richtung entfernt ist,
d.h. die Funktion

F(p,z) =px — f(z)

hat ein Maximum in Bezug auf x fiir + = z(p). Die Legendre-
Transformierte g(p) ist dann definiert durch

9(p) = F(p,z(p))-
a) Berechnen Sie die Legendre-Transformierte von f(z) = % , a>1

b) Zwei Funktionen f(x) und g(p) heilen dual im Youngschen Sinne, falls sie die Legendre-
Transformierte der jeweils anderen sind. Zeigen Sie die Youngsche Ungleichung

xp < f(x) 4+ g(p) -

Zeigen Sie hiermit

1
p:cé—:c2+§p2
und 5
¥ p
r < — 4+ —
pr < o + 3

mit§+%:1,:c,p>0,a,ﬂ>1.



25. Aufgabe: Poisson-Klammer

(a) Schon, dass ¢ € R eine Konstante ist. Ich meine, als Konstante fiihlt man sich sicher
gut. Man hat ein konstantes Leben. Konstante Einkiinfte usw. Aber warum hat man

mir diese Information jetzt mitgeteilt? In der ganzen Aufgabe kommt kein ¢ vor. Ich
verstehe es nicht...

(i) Zuerst die Linearitét:

0 0 0 0
{f1+f279}:Z( fg;;ﬁai - fg;ﬁa;)

und mit der Linearitdt der partiellen Differentation

Z _afl dg + df1 g _ df2 g i df2 g
0q; Op; Op; g dq; Op; Op; 0g;

umstellen:
0f1dg  9h Oy dOfa 0g  0f, 09\ _
;(8@ dq;  Ogi api) +;<0Pi dq;  Og 8pi) =gt {29}
Annahme :

{fifa, 9} = filfes g} +{f1. 9} fo

0 0 0 0 0 0
{fife,9} = — <8§f2+f1 (9?) (95- + <8£14f2 +fla£2,) 35.

—(f dfs Og _3f259 ¥ d0f1 0g _3f169
' 0q; Op; Op; 0g; 2 0q; Op; Op; 0g;

= filf2 9} + folfi, 9}

9 of dg

Oip (20509 00f09 0F 099 0f 00

of dg

Annahme :

Bewelis
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(i)

Z Of Oqx g . ﬁ

U = dq; apz apz dq; O
—~—
:0 0,i£k,1,i=k
- (2000 0rom) o
’ dq; Op; Op; 0g; gy,
_ 94 _
opi .
_ Ipi
{Pz’;%} = O = Oik
(iii) Verwende
{fi9t=—{9, f}

ocf Og 8cf dg
tef g} = Z Op; Oq;  Oq; Op;

af 8cg df Ocg

Z dp; g g; Ip;
={f,cg}
=c{f, g}

Dies gilt fiir alle Faktoren, auch eigentlich nicht konstante, sofern sie bei den

Partiellen Ableitungen nach p und ¢ als Konstant behandelt werden.
Damit und mit i) folgt , dass die Poisson-Klammern eine Bilineare-Funktion ist.

Fiir Bilineare Funktionen gilt die Jacobi-Identitat und somit auch

{fi,{fo, [3}} + {2 {fss i3} + {fs. {f1, 2} } =0
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_oiLgtdf  Ofgkdg  Oif.9) . OUfgb,  Oif 9}

pAtA) By i dt a0 1T 7oy P
_otat, OAfad,
aq q+ ap {f 9}
0
—{—q g}+{f,—q}+{—p, 9+ U505+ (o + {1
_(9f ﬁ 9p 9., 9% @
{ q+ p+ RS- q+ap+at
={0,9} +{/.0}
=0
(b) Verwende
3
Ez = Z EijkdjPk
k=1
und
Cijk = —Cikj
(i)
oL;
__i@klaq b
k=1 04

(ii) Verwende
{Li7Lj} = _{L]7Ll} = {Lle} =0
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{Ly, Ly} = —{Lo, L} = —q1p2 + @2p1 = — L3
{L1, L3} = —{Ls, L1} = —qips + qzp1 = Lo
{Ly, L3} = —{Ls, Lo} = —@op3 + qzp2 = — Ly

(iii)

Lz = qzPy — QyPx

oL,
oq,
oL. _
dqy *
oL.
op,
oL,
=z
Opy
dp Oy Op
= 552¢; + 5=-pi
o o "t gt

dp  dyp Dy

i + =524
Ip; 8152]9 8pqq

Es folgt also

Op OL, . Op 0L, 0OpdL, 0Op dL,

7Lz == - - 3
te, L} Opy 0qz ~ Opy Oqy  0q. Op,  Ogqy Op,
dyp Oy Oy Oy dyp dp

Op Op
I (et 5! 7
(&? v opr y) "

=0

26. Aufgabe: Teilchen im Magnetfeld

(a) Die Lagrange-Funktion kann erst einmal umgeschrieben werden:
3

L= 57 —q(olr) — i AR) = 5 Y it —alo =D i A)

i=1
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Jetzt miissen die Terme fiir den generalisierten Impuls aufgestellt werden. Fiir alle
1=1,2,3 gilt

L
pi:ah:mh_"in(F) T = -

Mit dieser Identitdt lautet die Lagrangefunktion (hier sind ein paar Rechenschritte

ausgelassen)
L= Z (#} — (qAi(7)?) — qo(7)
Auferdem gilt natiirlich
3
> i = —221)1 2piq Ai(7)
i=1

Also zusammengesetzt
3 1 L\
H=Y i L= (5 ad) -
izl 7ip 5 \P = aA(T) ) —qe(7)
Im angegebenen Fall vereinfacht sich die Hamiltonfunktion zu

]‘ 2 2 2
H:%(Pﬁszr(Py—qBI) )

Die kanonischen Gleichungen liefern

_ Pa . py gqB . D
= — Yy=———x Z=—
m m m m

. qB . .
prE(py—qB:v) Py =0 p. =0

Zuerst einmal erhélt man p, = const und Z = const. Also ergibt sich in z-Richtung nur

eine gleichfomrige Bewegung ohne Beschleunigung. Aus # = 2= folgt durch Ableiten

4Bp, mit w = 4B

m?2 m

— (p, — ¢B7) und umgestellt i + w’zr =

Und da aus p, = 0 auch p, = const folgt, gilt

Py

x(t) = a,sin(wt) + b, cos(wt) + ¢, €= "5
q
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Also fiir die y-Richtung

1
Yy = — (py — qBagsin(wt) — ¢Bby cos(wt) — p,) = —w(ag sin(wt) + by cos(wt))
m

Durch Integrieren erhélt man
y(t) = ag cos(wt) — by sin(wt) + ¢,

Also als Trajektorie eine Schraubenlinienellipse ;-)

27. Aufgabe: *Legendre-Transformation
(a)

o xOé
f#)=— = F(px) =pz— f(z) =pr — —
a !
Daraus ergibt sich fiir das Maximum von F

dF a—1 ! _1
— =p—=x =0 = T = pa-1
dx

Also ergibt sich fiir die Transformation

Somit ist die Behauptung gezeigt.

Sei nun

Die Ungleichung
p < 1x2 + po
-2 2

folgt somit fiir &« = 2 aus der Young’schen Ungleichung. Fiir allgemeine alpha ergibt

64



Dies ist fiir « > 1 ebenfalls § > 1 und é—l—% = $+ O“T_l = & =1. Mit der Young’schen
Ungleichung gilt dann

o B

T P

r <+
p T« 15}
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Aufgabe 28: Subharmonische Schwingungen 2 Punkte

Betrachten Sie die Differentialgleichung
&+ wiz —ex® = focos Ot

Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen das System mit der Frequenz €2/3 schwingen kann.

Aufgabe 29: Intermodulation 3 Punkte

Nicht-lineare Schwinger unterliegen nicht dem Superpositionsprinzip. Untersuchen Sie die Dif-
ferentialgleichung
T+ w%x —ex? = f1cos Qut + focosQat

in erster Ordnung in Storungstheorie.

Aufgabe 30: Satz von Liouville 5 Punkte

Untersuchen Sie die eindimensionale Bewegung eines Teilchens unter dem Einfluss der Ge-
wichtskraft mg.

a) Skizzieren Sie fiir drei verschiedene Energien die Bahnen im Phasenraum.

b) Berechnen Sie das durch p; < p < po und E; < E < E, definierte Phasenraumvolumen .
Dabei ist p der zur Koordinate » gehorige verallgemeinerte Impluls und E die Energie.
Hinweis:

@ = [[ dpdz0( — p)O(p: - p)O(E ~ E1)O(E: - E)

c) Jeder Punkt des Phasenraums in dem unter b) definierten Gebiet entspricht einer speziellen
Anfangsbedingung. Die Losungen der Hamiltonschen Gleichungen beschreiben die zeitli-
che Entwicklung einer gegebenen Anfangsbedingung im Phasenraum. Mit anderen Wor-
ten: zu einem spéteren Zeitpunkt hat sich das unter b) definierte Gebiet im Phasenraum
fortbewegt. Berechnen Sie das Phasenraumvolumen zu einem spéteren Zeitunkt. Skizzie-
ren Sie das Ergebnis.



28. Aufgabe: Subharmonische Schwingungen

Losungsansatz
Q
x(t) = Acos (gt + g0)

Aufserdem gilt

1
cos® () = zcos(:lr) +7 cos(3x)

Dann ergibt sich in durch die DGL

0? Q Q Q 1
—A? cos (gt + 90) + wj A cos (gt + 90) —eA? (% cos (gt + go) + 4 cos (Qt + 3(,0)) = focos (Qt)

Es zeigt sich offensichtlich, dass
=0

Umgeformt ergibt dies durch Koeflizientenvergleich die beiden Bedingungen

1
—Z€A3 = fg
0?2 5 3
_ _ - A2 _
9 +w 45 0
Somit folgt
A=—_¢ 4_fo
€
Q 3
g = w2 — ZEAQ
Q ] 3cA?
— =W —
3 402

Damit dies eine Schwingung ist, muss A reell sein, was dadurch gegeben ist, dass fy und ¢

reell sind.

Damit dies eine echte Schwingung ist, muss A reell sein, laut der zweiten Gleichung gilt

4 9%
AQZ_ 2 "
3s<“0 9>

aber auch
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Unter der Annahme , dass € > 0 , folgt als Bedingung ans System

Q
w0>§

29. Aufgabe: Intermodulation

Fiir die 0-te Ordnung ergibt sich
o+ wizo = ficos(Qut) + facos(Qut)
Und fiir die 1-te Ordnung
i1+ wiry = 12

Fiir die 0—te Ordnung ergibt sich als Ansatz

x(t) = Z A; cos(Qt)

Die DGL liefert
(wg — Q7) A; cos(t) = f; cos(Qt)

und somit f
A= 1t
wi — 02
Es folgt dann

2
xo(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + Z A; cos(§t)

i=1

Verwende die folgenden Additionstheoreme

2A1 Ay cos(t) cos(Qat) = Ay A (cos (21 + Q)t) + cos (2 — Qo)1)
2BA; cos(wot) cos(t) = BA; (cos ((£2; + wo)t) + cos ((2 — wo)t))
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Sowie
cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)
=2cos’(z) — 1
cos?(z) = % (cos(2x) 4+ 1)
sin?(z) = 1 — cos?®(x)

= % (1 — cos(2x))

Und damit
2 Y

A? cos® = (Af cos(200t) + 1)
2
1

B2 cos? (wot) = 3 ( cos(2wot) + 1)

cos®(ip) — sin®(ip) = cos(p + ¢) cos( — @) = cos(2¢p)
Lo 2 2 2y, 1 2 2 - 2
— 5(A + B+ A7+ A3) + 3 A*® cos(2wot) + B* cos(wot) + Z A7 cos(29Q;t)
i=1

+ AB sin(2wot) Z AA; [cos((2; + wp)t) + cos((€2; — wo)t)]

=1

+ Z BA; [sin((€; + wo)t) — sin((2 — wp)t)] + A1 As (cos((£21 + Q2)t) + cos((Qy — Q)t))

i=1

Vorkommende Frequenzen, 2wy, 2€21, 2825, Q1 +wo, 21 —wq, 2o +wp, 29 —wp, 21 — o, Q14+
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1 A? 1 B?
=57 (A>+ B>+ A7 + A3) — 7% cos(2wot) — 62 — cos(2wot)
] 2
2Q,t) + AB (2wot) Qi t
Z T cos(2Q;t) + _3% sin(2wot) Zl Q o cos((€% + wo)t)

Z

=1

cos((€; — wo)t)

— WO)

2
. N
B A; (0 B ; o
+ ; [u)g “ 1 T ) sin((§2; + wo)t) 2 — (% — )’ sin((€; wo)t]
1 1
+ A1 A, (wg T ) cos((2y + Qo)t) + = (=) cos((Qy — QQ)t)

Und als Gesamtlosung

30. Aufgabe: Satz von Liouville

1
L=-mi*—mgz

2
Also
oL . . D
p= =mi — = —
0% m
Damit 9
H=zp-L= £p—i%—mgz: —p—%—mgz
m 2m 2m
Die Energie ist konstant mit
1 2
E=H=-—4+mgz
2m

(a) Die Skizzen sind entstanden mit
m
g= 9.818—2,m = lkg

und den in den Bildunterschriften gegebenen Anfangswerten
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_60_

—— p[0]=-5,2[0]=-10

—— p[0]=30,2[0]=20 —— p[0]=15,2[0]=5

Abbildung 1: t = 0..10

(b) Laut Vorwort gilt dann

_E
mg  2m
Daraus folgt
dz 1
dE mg
und somit
dE
dz = —
mg

Variante 1 [dz — [ ming , betrachte hierbei dp = 0

p2 E> 1
¢://_dE
mg

P Er

(p2 — p1)(E2 — Ev)
mg
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Variante 2

2 2

¢ = /dpﬁ(p —p1)f(p2 —p) - /d29(§—m +mgz — E1)0(Ey — 2p—m —mgz)

Dies liefert als Integrationskonstanten, da f(z) =1 <= x>0

g ( (B2 £)
Ey—F —
6= /dp / dz = /dp—(E2 By = Bz B =)
mg
'mq( 1=
(¢) Mit den Kanonischen Gleichungen folgt
0H :
5, ~ P=mg = p(t) = —mgt + po
z
OH 1
EALI N T N z(t)—z0+@t——gt2
op m 2
Somit gilt fiir die Energie
E=H= - (s — 2pomgt + m*¢*#*) + t— g = 0
= H = o— (p; — 2pymgt +m’g ) 4+ mgzo + gpo 2m9 =5

Also ist die Enerige konstant.

Sei py = po(t) mit der Energie Fy und p; = p;(t) mit der Energie F; Somit ist
Ey, — E; = const

und

p2(t) — pi(t) = p2 — mgt — p1 + mgt = py — p1 = const

Somit ist das Volumen erhalten.
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Prof.

Dr. J. Kiihn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 11.07.2011, 11 Uhr

Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Dienstag, 12.07.2011

Wichtig: Die Modulpriifung findet am 21.07.2011 von 14:00 - 17:00 im Gerthsen Horsaal
(Nachnamen A-K) und im Audimax (Nachnamen L-Z) statt. Zugelassenes Hilfsmittel
ist ein doppelseitig handbeschriebenes DIN A4 Blatt.

Melden Sie sich im Studierendenportal vom 14.07.2011 bis zum 19.07.2011 fiir die

Modulpriifung an. Falls Sie die Vorleistungen erbracht haben, aber sich aus techni-

schen Griinden nicht im Studierendenportal anmelden konnen, fiillen Sie bitte das
Formular http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/~marquard/anmeldung.pdf
aus und werfen Sie es in den Briefkasten im Erdgeschoss des Physik-Hochhauses.

Aufgabe 31: Trigheitstensoren 6 Punkte

Der Tragheitstensor eines starren Korpers ist definiert durch

Lij = /0(331,%2,%3)(525111' —zyzy)dV,

wobei p(z1, x2, z3) der Dichteverteilung des Korpers entspricht.

a)

b)

c)

Berechnen Sie den Trégheitstensor fiir Rotationen um den Schwerpunkt fiir

(i) einen homogenen Quader mit den Seitenldngen a, b, ¢
(ii) einen homogenen Zylinder mit Héhe ~ und Radius r

(iii) eine homogene Kugel mit Radius r

(iv) einen diinnen Reifen mit Radius r

Zeigen Sie, dass der Tragheitstensor in einem aus dem Schwerpunkt um den Vektor @ ver-

schobenen Koordinatensystem durch
Iij = IS + Af(é_lQ&U — aiaj)

gegeben ist. Hierbei ist I;j der Tragheitstensor im Schwerpunktssytem und M die Gesamt-

masse.

Zeigen Sie, dass sich der Tragheitstensor unter Drehungen des korperfesten Koordinaten-
systems wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert, d.h.

fv',j = AimAjnImn -

A ist die orthogonale Drehmatrix, deren Elemente A;; = €; -é} aus den Skalarprodukten der
Basisvektoren der Koordinatensysteme gebildet werden. Bei Drehung des Koordinatensy-
stems transformieren sich die Koordinaten eines Vektors wie &; = A;;x;.

(bitte wenden)
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Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 11.07.2011, 11 Uhr
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Aufgabe 32: kriiftefreie Kreisel 4 Punkte

Die Rotation eines starren Kérpers wird am einfachsten durch die Euler-Gleichungen

L — (I — I3)QQ3 = Ny,

I — (Is — )30 = Ny,

1393 — (I — 1) Qs = N3
beschrieben. Hierbei sind I; die Tragheitsmomente, 2; die Projektion der Winkelgeschwindigkeit
auf das korperfeste Koordinatensystem und N; die angreifenden Drehmomente. Das korperfeste
Koordinatensystem wurde so gewdhlt, dass es mit den Haupttrdgheitsachsen zusammenfallt.

Betrachten Sie im folgenden den Spezialfall des symmetrischen Kreisels, d.h. mit I; = I5, ohne
dussere Drehmomente, V; = 0.

a) Losen Sie die Euler-Gleichungen fiir diesen Spezialfall.

b) Die Winkelgeschwindigkeit {2 hangt mit den Euler-Winkeln ¢, 9, ¢ iiber

91 sim&‘sim/)gb+cos1/)1§l
O=1| o | = sind cos 1) ¢ — sinp J 1)
Qs cosﬂg’o+¢

zusammen. Bestimmen Sie unter Verwendung des Ansatzes ¥(t) = ¥y = const und mit
Hilfe obigen Zusammenhangs die zeitliche Anderung der Euler-Winkel.

c) Diskutieren Sie die Ergebnisse.



31. Aufgabe: Tragheitstensoren

(a) Hier sind immer konstante Dichten vorhanden.

Quader Sei a die Kante zur x — Achse parallel, b die Kante zur y — Achse und c die
Kante zur z — Achse.

c b a
_ 2 2

11

Nlo
N

c b
= Qa//y2+22dydz

c
2

[}
o

5}

2

1.0 )
—Qa/g(z)—kbz dz

[M[s]

1
= EQabc (b2 +C2)
1 2, 2
= 12m(b + )

1
I, = Em(a2 + )

1
Izz = ETTL(CL2 + b2>

£ 3 3
Ixy:—g///xydxdydz

(NI

= —Q//Odydz

o
[S]IS)

[
(SIS

o
[VI[SS

=0
= I,
Iy, = Ly
=0
Iy = Ly
=0
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Insgesamt also

. b2 + 2 0 0
[ = — 2 2
12m 0 a“+c 0
0 0 a® + b?

Homogener Zylinder R sei der Radius und H sei die Hohe, o = —5+. Der Zylinder
stehe in der x-y Ebene. Wahle als Koordianten

x rcos(¢)
y | = | rsin(¢)
2 z

Womit sich fiir das Volumenelement ergibt

dV = det Jzdopdrdz = rdrdedz

I = Q///y2 + ZAdwdydz

% 2 R
= Q///r3 sin?(¢) + rzdrdgdz
—L 0 0
—1lm (h* +3R?)
12
1
Toy — — 2 2

1
133 = §mR2

Iy = In
=0
Iz =1In
=0
Iys = I3
=0
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Also

+m (h* + 3R?) 0 0
I= 0 +m (h* + 3R?) 0
0 0 ImR?

2

Homogene Kugel Fiir die Homogene Kugel gilt o = %, fiir das Volumentelement

gilt dV = r?sin 0drd¢df mit r = 0..R, ¢ = —7w..m, 0 = 0.7

2
I:EmR%

Diinner Reifen Als Dichte wihle o = 57~ Dann gilt weiterhin in Zylinderkoordina-

ten wieder x = rcos ¢,y = rsin¢, z = z,dV = rdrd¢dz Hier ergibt sich dann

I; —}lg% Qth//dzﬂ" — x;x;dpdz
_h 0

Beispiel-Rechnung:

2
m (1
_ —h2 2
7 (6 —1—7’)
1 2
— —mr
h—0 2

m % 0 : 0
I=10 m 0 |=mr |0 3
0 0 r’m 0 0

(b) Satz von Steiner

Laut Definition ist der Tragheitstensor

I= /((5]-;@2 — ahay)dm

Ist nun der Korper um den Vektor @ aus dem Schwerpunktsystem verschoben, so gilt
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fiir den gesamten Tensor
lyee = [ (03734 07 = (&} + )0} + a0)) i
Und somit
Ipes = / ((Sjkf? — x;x% + 20,70 — xz-ak — xfﬁaj + (5ij2 — ajak) dm

Y,

Der letzte Summand fillt aufgrund der Schwerpunktdefinition weg, somit folgt

9 i i ) o i
0k — Tixpdm + /5jka — ajapdm + / 20477 - @ — Thay, — TRa;dm

Iges,jk = Iﬁg + M (5jkC_LQ - ajak)
(c) Bei Basistransformation durch die Transformationsmatrix A gilt
[=AIA™

Da A eine orthogonale Matrix ist, so gilt

A=l — AT
Somit
[=AIA"
und damit . .
L= AwluAf = ApAuly
k=1 kl=1
2 = Rx x; = Rijx;
do'dxydry = | det R|dzidxodrs = drydradas
I; = / 0 (Rpn T R Tm0i; — RinTp RjmTm) AV

Verwende

RRt =1 Z Rkanm - 5mn
k
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Rin ijénm -

Iz{j == /Q (-r25ij - Rinanjml’m) dVv

=

imRjm = 0ij

32. Aufgabe: Euler-Kreisel-Gleichungen
Die Differentialgleichungen vereinfachen sich zu
[191 - ([1 - 13)9295 = 0

[192 - ([3 - [1)9193 = O
I3Q3 = 0

(a) Aus der letzten Gleichung folgt
Q)3 = const
Damit redzuiert sich das System auf

[191 - ([1 - [3)9293 - O
L + (I — 13)4Q3 = 0

Dies lasst sich schreiben als

o) o () - ()
Q2 Q1 0

Idee, eine Ableiten und in die zweite einsetzen

Erste Gleichung einmal Ableiten und nach € auflésen bringt

I

Q=—"1 0
2T (L~ L)

Das eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt

Ql +w291 =0
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mit Q
3

= —(; -1

w [1(1 3)

Somit
Q(t) = A; cos(wt) + By sin(wt)

Damit ergibt sich
Qs = w (A cos(wt) + By sin(wt))

Dies gibt mit einmaligem Integrieren
Qs (t) = A; sin(wt) — By cos(wt) + C
FEinsetzen in die Ursprungsgleichungen ergibt

C=0

(b) Mit den Eulerwinkeln ergibt sich fir die drei Gleichungen mit

Oy = Acos(Qt +9)
Qg = ASlH(Qt + (5)
Q3 =3

A? =sin? 0y = ¢ =

= ¢=—11+ o
sin 6,

cos(Qt + 0) = siny sin(Qt + §) = cos

sin 00

Damit folgt

Uity =~ =3+ 7
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