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Aufgabe 20: Drei gekoppelte Pendel (4+1+3+2+2+1=13 Punkte)

Drei gleiche mathematische Pendel (Masse m, Lénge [) sind durch zwei ideale, masselose
Federn derselben Federkonstante x verbunden und bewegen sich im homogenen Schwe-
refeld der Erde. Die Linge jeder der unbelasteten Federn ist jeweils gleich dem Abstand
der Aufhingungspunkte der zwei durch sie verbundenen Pendel. Es wirken keine weiteren
Krifte.

m : m m

(a) Formulieren Sie die Lagrangefunktion im Falle kleiner Auslenkungen. Zeigen Sie
dabei, dass dann das durch die Feder verursachte Potential nur vom horizontalen
Abstand zweier Pendel abhéngt.

(b) Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen ab.

(c) Berechnen Sie die Eigenfrequenzen des Systems.
Ergebnis:
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(d) Berechnen Sie die zu den Eigenfrequenzen gehérenden Normalschwingungen (Eigen-
vektoren).



(e) Leiten Sie aus diesen Resultaten eine graphische Darstellung jeder der drei Normal-
schwingungen ab, zugeordnet zu ihrer jeweiligen Eigenfrequenz. Begriinden Sie die
Zuordnung physikalisch.

(f) Wie lautet folglich die allgemeine Losung des physikalischen Problems fiir die Aus-
lenkwinkel o, ¢ =1...37

Aufgabe 21: Euler-Winkel (2+2+8="7 Punkte)

Eine allgemeine Drehung im dreidimensionalen Raum lésst sich iiber die sogenannten
Euler-Winkel parametrisieren. Dabei wird aus dem kartesischen Rechtskoordinatensystem
{€5, €y, €.} ein neues kartesisches Rechtskoordinatensystem {e, ", €,"’, €, "'} mit Hilfe einer
Drehmatrix D. Diese lasst sich zerlegen in die Hintereinanderausfithrung dreier Drehungen:

1. Winkel ¢ um die €,-Achse — ¢€;’
2. Winkel 9 um die (neue) €, ’-Achse — ¢€;”

3. Winkel ¢ um die (neue) €, ”-Achse — ¢&;"”

(In der Literatur finden sich neben dieser (z,x', 2")-Konvention auch andere mit (z,y', 2")
oder (z,y',2") sowie anderen Bezeichnungen der Winkel.)

(a) Schreiben Sie die Matrix D(¢,9,1) als Matrixprodukt dreier Drehmatrizen, so-
dass gilt ;" = E?Zl D;;€;. Wie erhélt man die Komponenten ;" eines Vektors
7" beziiglich des 3-gestrichenen Koordinatensystems aus denen des ungestrichenen
(Rechnung ohne explizites Ausmultiplizieren von D).

(b) Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit & lassen sich aus der Drehmatrix D
mit Hilfe der Formel w;, = %aclm(DDT)lm gewinnen. Zeigen Sie, dass bei einem
Produkt von zwei Drehmatrizen D = D,D; fiir die Winkelgeschwindigkeit & =
We + Doy gilt, wenn &J; zur Drehung D;, i = 1,2 gehort. Nutzen Sie dafiir die
Identitdt egim DipDimg = €jpgDrj-

(c) Berechnen Sie damit &(p,,1) fiir die Drehung D(p,1,1) und verifizieren Sie das
Ergebnis aus der Vorlesung. Wie sieht nach der Gleichung aus der vorherigen Teil-
ausgabe &, aus? Folgern Sie daraus ¢y und @y.



