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Aufgabe 1: Kanonische Transformationen 8 Punkte

a) Betrachten sie ein Hamiltonsystem mit den Koordinaten qi, pi, i = 1, ..., n. Vergewissern sie

sich, dass die Hamiltongleichungen geschrieben werden können als

ẋi = ǫij
∂H

∂xj

(Summenkonvention : Summiere wiederholte Indizes), (1)

wobei ~x = (q1, ..., qn, p1, ..., pn) ein 2n Vektor und

ǫ =

(

0 1n×n

−1n×n 0

)

(2)

eine 2n× 2nMatrix darstellt.

b) Betrachten sie nun Koordinatentransformationen

qi → Qi ≡ Qi(~q, ~p) und pi → Pi ≡ Pi(~q, ~p) (3)

also xi → yi(~x) = (Q1, ..., Qn, P1, ..., Pn). Zeigen sie, dass die transformierten Koordinaten

genau dann die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erfüllen, falls

∂yi
∂xj

ǫjk
∂yl
∂xk

= ǫil. (4)

Die Koordinatentransformationenwelche Gl.(4) erfüllen heissen kanonische Transformationen.

c) Zeigen Sie, dass die Poisson-Klammer invariant unter kanonischen Transformationen ist.

Hinweis: Zeigen sie zuerst

{f, g} = − ∂f

∂xi

ǫij
∂g

∂xj

.

d) Zeigen sie, dass jede Transformation, welche die Poisson-Klammer invariant lässt eine kanonische

Transformation ist. Also

{Qi, Qk} = {Pi, Pk} = 0 , {Pi, Qk} = δik.
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Aufgabe 2: Der harmonische Oszillator kanonisch transformiert 6 Punkte

Ein Teilchen der Masse m = 1 bewege sich in einer Dimension unter Einfluss des Potentials

V = q2/2.

a) Wie lautet die Lagrangefunktion? Leiten sie daraus die Hamiltonfunktion her.

b) Sei p der konjugierte Impuls von q. Zeigen sie, dass

q =
√
2P sinQ , p =

√
2P cosQ

eine kanonische Transformation definiert.

c) Stellen sie die Hamiltonfunktion in Q und P auf. Wie lauten die Bewegungsgleichungen?

Finden sie eine Lösung der Bewegungsgleichungen.

Aufgabe 3: Phasenraum des gedämpften harmonischen Oszillator 6 Punkte

Betrachten sie einen harmonischen Oszillator mit Dämpfung. Die Bewegungsgleichung lautet

q̈ + γq̇ + ω2

0
q = 0.

a) Skizzieren sie zwei Bahnen im durch p und q aufgespannten Phasenraum, wobei p ≡ mq̇.

Benutzen sie die Anfangsbedingungen

(q, p)1 = (q0, 0) , (q, p)2 = (0.9q0, 0)

und γ < ω0.

b) Betrachten Sie nun einen bei t0 = 0 definierten Bereich des Phasenraums der Form q1 < q <

q2 und p1 < p < p2 (q1, q2, p1 und p2 sind hier verschieden zu den Anfangsbedingungen

in der Teilaufgabe a). Berechnen Sie wie sich das zugehörige Phasenraumvolumen mit der

Zeit ändert.


