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Aufgabe 1: Vektoranalysis

(a) Verifizieren Sie folgende Formel, wobei f(Z) eine skalare Funktion sei und @ einen
konstanten Vektor bezeichnet: V x (@ x grad f) = @A f — grad(a - grad f) .

(b) Berechnen Sie grad, div und rot von
(1) f(xayaz) = 21’2+y3 —c
(i) A(F) =Q2y—=z2%2°—y)" .

(¢) Berechnen Sie die Rotation des Feldes A(7) = Gxr (W = const.) .

Aufgabe 2: Ellipsen

Eine Ellipse mit dem Ursprung der z-y-Ebene als Mittelpunkt und den Halbachsen a und

b < a ist durch die Mittelpunktsform bestimmt:
22 P
Stm =1
(a) Eine Ellipse ist die Menge aller Punkte (x,y), fir die die Summe der Entfernungen
Ly und Ly zu zwei gegebenen Brennpunkten Fi(—e, 0) und Fy(e, 0) konstant (= 2a)
ist. Zeigen Sie, dass damit fiir (x,y) die Mittelpunktsgleichung gelten muss. Wie

grof} ist die kleine Halbachse b7

(b) In einem verschobenen Koordinatensystem lésst sich die Ellipse in Polarkoordinaten

durch die Gleichung
k

"= 1+ ecosyp
beschreiben. Zeigen Sie, dass daraus die Mittelpunktsgleichung folgt (e # 0). Wie
lautet der Zusammenhang der Parameter a und b mit den Parametern k£ und €? Wo

liegt der Mittelpunkt der Ellipse?



Aufgabe 3: Hohmann-Transfer

Um Satelliten auf eine geostationédre Bahn zu bringen, wer-
den sie zunéichst von der Trigerrakete in eine niedrige,
kreisférmige, Erdumlaufbahn (Radius oy R mit Erdradi-
us R) eingeschossen. Der Transfer in den hohergelegenen
geostationaren Orbit (Radius ayR) kann dann iiber einen
sog. Hohmann-Transfer [1] erfolgen. Dieser ist die energe-
tisch giinstigste Moglichkeit, bedingt aber eine recht grofie
Transferzeit.

Dazu erfolgt eine erste Bahnkorrektur im Punkt A, ty-
pischerweise durch eine Oberstufe der Tragerrakete. Die
Bahn wird aufgeweitet auf die gestrichelt gezeichnete Ver-
bindungsbahn, die der halbe Bogen einer Kepler-Ellipse
ist, deren einer Brennpunkt im Zentrum der Erde und der
Kreisbahnen liegt und deren grofie Halbachse halb so grof3
ist wie die Entfernung zwischen A und B.

Im Punkt B erfolgt durch den Apogdumsmotor des Satelli-
ten eine weitere Bahnkorrektur, die die Satellitenbahn zur
geostationdren Kreisbahn mit Radius ay R aufweitet.

(a) Berechnen Sie zunéchst die zu den beiden Kreisbahnen gehérenden Geschwindig-
keiten v, und wvs.

(b) Wie grofl muss die Geschwindigkeitsinderung (Richtung und Betrag) im Punkt
A sein, damit der Satellit auf die Hohmann-Ellipse kommt? Wie grofl muss sie
im Punkt B sein, damit er von der Ellipsenbahn auf die Kreisbahn R, gelangt?
Schreiben Sie die Ergebnisse als Vielfache der Fluchtgeschwindigkeit 1/2g R.

(c) Wie lang ist die Flugdauer von A nach B?

Niitzliche Formeln fiir Kepler-Ellipsen:

2EL2

o Exzentrizitiat e = (/1 + e

mit £ Energie des Satelliten, p reduzierte Masse mg

des Satelliten (hier 4 ~ mg), a Koeffizient des Potentials und Drehimpuls L = IL| =

|7 (mr)],
e Abstand Brennpunkt-Mittelpunkt e = ae,
o a4= "

8]
2[E]”

o Umlaufdauver T' = 27w/ ga?’.

[1] Walter Hohmann, Die Erreichbarkeit der Himmelskérper, Oldenbourg, Miinchen 1925



