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Aufgabe 14: Teilchen im Magnetfeld (0.5+3.5+3+1=8 Punkte)

Auf ein elektrisch geladenes Teilchen mit Masse m und Ladung @ = ge (Elementarladung
e~1,6-10"19As) wirkt die Lorentzkraft

F=0. (E(F,t)+?>< é(m)) .

(a) Wieso lisst sich F' nicht als Gradient eines Potentials V (7, t) ausdriicken?

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass das Potential gegeben ist durch

(b) Betrachten Sie eine zeitunabhéngige, homogene magnetische Induktion der Form
B = Be,, ® = 0. Wie sieht in kartesischen Koordinaten das Potential aus, das
dieses B-Feld ergibt?

Schreiben Sie dieses in Zylinderkoordinaten um mit Einheitsvektoren €,, €, und €,
also geben Sie V,, V,, und V, als Funktion von g, ¢ und z an.

Schreiben Sie damit die Lagrange-Funktion in Zylinderkoordinaten.
Zwischenergebnis: A= %Bgé:p.

(c) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen. Welche Variablen sind zyklisch und
welche Groflen sind folglich erhalten?

(d) Finden Sie die Losungen der Bewegungsgleichungen fiir konstantes .



Aufgabe 15: Integration der Euler-Lagrange-Gleichungen (1+1=2 Punkte)

(a) Haufig hingt der Integrand F'(y,y’) nicht explizit von x ab. Zeigen Sie, dass in
diesem Fall

/
F_yﬁ_y’ = const.

gilt.
(b) Héngt der Integrand F'(z,y’) hingegen nicht von y ab, gilt

8_y’ = const. .
Aufgabe 16: Kombilésung (3+5+2=10 Punkte)
lg
............ 2(0,0) E(rg,0))
m
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Unter der Kaiserstrafie wird ein Tunnel fiir die Straflenbahn gegraben. Dabei ist die einfach-
ste Moglichkeit, eine horizontale Verbindung zwischen zwei Haltestellen, nicht die idealste.
Durch eine leicht nach unten gekriimmte Bahn lédsst sich die Gravitation hilfreich aus-
nutzen. Bei der Ausfahrt aus der Haltestelle wirkt eine zusétzliche Beschleunigung auf
die Bahn, wiahrend bei der Einfahrt in die néchste Haltestelle die nach oben ansteigende
Strecke zusétzlich bremst.

Um die Rechnung nicht zu kompliziert werden zu lassen, verwenden wir einige Vereinfa-
chungen: Die Straflenbahn wird punktférmig mit Masse m angenommen, auflerdem ver-
nachlassigen wir den Bereich direkt an der Haltestelle mit Beschleunigung und Verzoge-
rung sowie sdmtliche Reibungseffekte. Die Straflenbahn soll also zwischen Startpunkt S
(zs,ys) = (0,0) und Endpunkt E (2g,yg) = (xg,0) nur durch Gravitation beschleunigt
werden, und die Strecke kann an den beiden Endpunkten eine nicht-verschwindende Stei-
gung besitzen (s. Skizze).

Gesucht ist diejenige Bahnkurve, die bei gegebener Startgeschwindigkeit vy die schnellste
Verbindung zwischen den beiden Punkten liefert.



(a)

Stellen Sie die Bedingung an die Bahnkurve als Gleichung auf. Finden Sie die inte-
grierte Form der Bewegungsgleichungen und 16sen Sie diese nach 3’ auf.

Die Integrationskonstante kann einfach mit ¢ bezeichnet werden, diese bestimmen
wir spater.

. _ 1
Ergebnis: y' = + Iy

Integrieren Sie die Gleichung fiir ' nochmals. Betrachten Sie dabei zunéchst nur den
Bereich links vom Punkt (Zmin, Ymin), also 0 < & < 2y, Das auftretende Integral

f dy,/ % kann durch Substitution mit y = SinQJ“Q2 gelost werden. Warum darf in

diesem Bereich 0 < ¢ < 7 angenommen werden? Schreiben Sie die Bahnkurve in
parametrischer Form, geben Sie also z(p) und y(¢) an. Zeigen Sie schliefllich, dass
sich die gefundene Losung auf den rechten Bereich z,;, < o < zg fortsetzen lasst,
indem einfach Winkel ¢ > 7 betrachtet werden.

Ergebnis: z(p) = ﬁ(gp — g — sinp + sin pg)

Wir betrachten nun den Spezialfall vg = 0. Bestimmen Sie ¢ aus der Koordinate des
Endpunkts E, indem Sie zuerst den Winkel ¢ aus der Gleichung fiir y ableiten und
diesen in x einsetzen. Berechnen Sie daraus y,;, und die insgesamt zum Durchfahren
der Strecke benétigte Zeit T fiir eine Streckenldnge xp = 1 km.



