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Aufgabe 18: Das Problem der Dido (2+2+4+2+2=12 Punkte)

Hintergrund zum Aufgabentitel:

Im Jahre 814 v. Chr. landete die vertriebene Prinzessin Dido von Tyros der Sage nach auf der
Flucht an der Kiiste Nordafrikas, wo ein spéttischer Lokalfiirst ihr soviel Land zubilligte, ,wie
unter die Haut eines Ochsen passt“. Die gerissene Prinzessin zerschnitt das Leder in feine Strei-
fen und umspannte damit einen ganzen Landstrich von Kiiste zu Kiiste, auf dem sie spdter die
phonizische Siedlung Karthago griindete. In welche Form legte Dido den Hautstreifen?

(a) Aus der Aufgabenstellung lassen sich zwei Bedingungen herauslesen:

e [Flache unter dem Seil ist maximal

Jly| = /_a dz y(z) = maximal (1)

a

e Linge des Seils ist fest
2 a
L:/ds:/ dz /1 + y"? = K[y| = const. (2)
1 —a

Wir haben also ein Variationsproblem mit isoperimetrischer Nebenbedingung mit
den Funktionen

F_

G=+1+y?.

(b) Die Nebenbedingung wird mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators in die zu maxi-
mierende Funktion F' eingebaut:

FoF=F+)\G=y+\/1+y2

Da F keine explizite z-Abhéngigkeit besitzt, konnen wir benutzen:

—q 8—F = const
y ay/ -
Einsetzen liefert
)\ /
MW+ —y——_ =C

V1ity?
(y—CO)W1+y2 =Xy = (1+y?)) = =)

—A
2 —
V1i+ty =, -0

)\2

(3/—0)2_1

y ==+



()

Wir betrachten zunéchst nur den Bereich x > 0, in dem gilt ¢ < 0. Die Gleichung der
vorhergehenden Teilaufgabe wird durch Separation der Variablen integriert, wobei
wir die Grofle yp = y(z = 0) einfithren

[arm [t
0 Yo m—l

Auf der rechten Seite substituieren wir y* =y — C'

y—C 1
r=— dy”
y0—C y{i —1
y—C *
_ / dy—Y :
yo—C )\2 y*

mit ? = A2 — (yo — C)?. Diese Gleichung l6sen wir nach y auf:

(z+0)? =X~ (y—C)
(y—C)? =\ — (2 +)°

y=0C+1/ - 33'+b

Die gerade gewonnene Losung setzen wir in 3 ein. Da y an der Stelle z = 0 ein
Maximum hat, also 3/(0) = 0, ldsst sich daraus eine Bedingung an die noch zu
bestimmenden Parameter gewinnen.

=y=C+ VI — 212

Fiir den Bereich x < 0 gilt aus Symmetriegriinden y(—x) = y(x). Da x in obenste-
hender Gleichung nur quadratisch vorkommt, ist diese folglich fiir alle = giiltig.
Formen wir diese noch etwas um

x2+(y—0)2:)\2,

fithrt dies auf die Bahngleichung fiir einen Kreis mit Mittelpunkt (0, C') und Radius
A



(e) Eine Bedingung erhalten wir aus den Endpunkten, da beide auf dieselbe Gleichung
fithren (die zweite Bedingung aus den Endpunkten hatten wir schon implizit durch
die Symmetrieiiberlegungen benutzt)

y(a) = C+ V2 —a =0

= C=-V2_a

Die zweite Bedingung liefert die Seillange

L= \/de

a )\2
:/_M”m—l

o VA2 — 22

a
L = 2\ arcsi (—)
arcsin A

Dies ist eine transzendente Gleichung, die analytisch nur fiir spezielle Werte von a
und \ weiter vereinfacht werden kann.
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