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1. Pendel mit zeitabhingiger Aufhingung (44-44-6=14 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 1 dargestellte mathe-
matische Pendel der Masse m in der x-z Ebene
mit konstanter Fadenlinge [ und zeitabhéingiger
Position der Aufhiingung z,(¢). Die Gravitations-
kraft wirkt parallel zur z-Achse.

z X,(t) — gegeben
D X

(a) Bestimmen Sie die Zwangsbedingung fiir die
Koordinaten z(t) und =z(t) des Pendels.
Schreiben Sie die Lagrange-Gleichungen 1.
Art erst in kartesischen Koordinaten und Abb. 1: Pendel mit bewegter
dann in Zylinder-Koordinaten auf. Aufhingung.

T=(X,2)

(b) Eliminieren Sie die Zwangskraft und leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir den
kleinen Winkel # <« 1 her. Finden Sie dann die Bahnkurve fiir den Fall, dass
x4(t) = xpcos(wt).

(c) Finden Sie nun die Zwangskraft Z, die auf das Pendel wirkt (vernachléssigen Sie
Terme hoherer als zweiter Ordnung in ¢ sowie in Ableitungen von 6).

Losung:
(a) Die Zwangsbedingung lautet

Frt)=F—r)?—C=@—u()+22=1*=0

Fiir die Zwangskraft gilt dann

Z = \VF = \2(x — 2,)@, + 22¢.]

Die Lagrange-Gleichungen 1. Art lauten

mr = —mge. + £



In kartesischen Koordinaten ergibt das
mi = 2\ — x4(t))

mz = —mg+ 2Az
Jetzt benutzen wir Zylinder-Koordinaten:

x—ay(t)=1lsind

2= —lcost
und differenzieren zweimal. Das ergibt
i = i, (t) + I(cos 06 — sin 062)
¥ = [(sin 00 + cos 06°)

Die Lagrange-Gleichungen 1. Art lauten jetzt

mi = mi,(t) + ml(cos B — sin B6%) = 2\ sin (2)
mz = ml(sin 8 + cos B6%) = —mg — 2\ cosf (3)

(b) Wir multiplizieren GIl. (2) mit cos# und GL (3) mit sinf. Dann addieren wir die
Gleichungen. Dies eliminiert A und ergibt

16 = —gsinf — cos 0is(t)

Wir betrachten kleine Auslenkungen 6, so dass sinf/ ~ 0 und cos# ~ 1. Dann gilt

()

0 + wgﬁ = —
wobei w? = g/l. Fiir das Beispiel @, = a( coswt gilt dann
.. xT .
6+ w%() = Towz coswt

Wir machen einen Ansatz #(f) = a cos wt. Das ergibt
2

(7) &
a=+) 53
1/ wi— w?

Also



Die partikulire Losung (4) ist der wichtigste Teil der allgemeinen Losung, da sie
alle Informationen iiber die bewegte Aufhingung trigt. Die allgemeine Losung
Ba(t) ist durch eine Superposition von erzwungener Schwingung 6(t) und der Ei-
genschwingung #g(t) = ay cos(wot) + as cos(wot), gegeben:

Aa(t) = @ ———> cos(wt) + Ap(t), (le + ’w‘SGE —0

Die konstanten a; und ay werden durch die Anfangsbedingungen 64 (¢t = 0) und
Ox (1 = 0) bestimmt.

Ohne duflere Kraft und Dampfung wiirde das System mit seiner Eigenfrequenz wq
frei schwingen. In der Realitéit unterliegen alle schwingenden Systeme einer Damp-
fung. Bei Dampfung nihert die Eigenschwingung fg() sich Null. Daher gehen alle
verschiedenen erzwungenen Schwingungen des gedimpften Systems im Laufe der
Zeit in eine einzige iiber. Die erzwungene Schwingung #(#) hat keine “Erinnerung”
daran, aus welchen konkreten Anfangsbedingungen heraus sie entstanden ist.

Die Zwangskraft konnte man jetzt aus Gl (1) bestimmen:

—

Z = mi + mge.

und 7 = [(x,(t) +1sin @), — cos 6¢.]. Stattdessen konnen wir einfach A bestimmen,
da Z = 2A(r — ) und | Z| = 2l|Al.
Aus Gl (3) leiten wir

m

- BT
A= T oosd [1(511199+cos 0o )+g]

her. Fiir kleine Auslenkungen ergibt das

1 . . 62 .. .
A%§(6ﬁ+)&ﬁl%#lw]%;(?+2) p+me+mﬂ
! - ? ces g

und 5
A~ 2]<g+92+199+19)

(Wir vernachlissigen Potenzen hoher als 2 in #). Dann ist

my 62 1 1 .
A —— 1+ —+ 5600+ —0
21 ( * 2 * w[z) + wé

Jezt setzen wir GL. (4) ein. Dann

.T% w? ! 9 w?
L+ - — —Cos” wt — — cos 2wt
(12) (wéwz) (2 T g W)

Da# <« 1 — (x9/l) < 1ist A negativ. Dann

1+ (12) (W) (2 cos™ wt — o2 cos th)

Es ist klar, dass Z zur Aufhingung gerichtet ist (A < 0).

Iy

A:
21

|Z] = myg




2. Zwei Pendel verbunden durch eine Feder (3+5+2+8=18 Punkte)

Ein Doppelpendel besteht aus zwei mathematischen PP
Pendeln, d.h. Massepunkten m; und ms, die am En- d

de je einer masselosen Stange der Linge [ angebracht ] {
sind (s. Abb. 2). Der Abstand zwischen den Aufinge- 9, r ?.
punkten sei d. Die Massepunkte seien durch eine Fe-
der (mit Federkonstante k& und vernachlissigbarem m "y
Gewicht) miteinander verbunden, die im spannung-
losen Zustand die Linge d besitzen soll. Abb. 2: Doppelpendel mit Feder.

(a) Wihlen Sie als verallgemeinerte Koordinaten die Winkeln ¢; und ¢,. Berechnen
Sie den Abstand der Massen in Abhingigkeit von ¢; und 9 und geben Sie die
potentielle Energie der Feder an.

(b) Geben Sie die Lagrangefunktion fiir das gesamte System an. Leiten Sie daraus die
Bewegungsgleichungen her.

(c) Geben Sie die vereinfachte Lagrangefunktion fiir kleine Winkeln ¢, ¢y und die
zugehorigen Bewegungsgleichungen an.

(d) Wie lautet die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen fiir harmonischen
Schwingungen (d.h. fiir ¢y, s < 1)7

Losung:
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Das lineare Gleichungssystem
hat nur nichttriviale Losungen
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3. Gleitender Massenpunkt auf Kegel-Innenfléiche (34-5+3+7=18 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m gleitet reibungsfrei unter dem ( Tz N
Einfluf der Schwerkraft auf der Innenfléiche eines Kegels \*»-1__.7--7’:/
mit dem halben Offnungswinkel o (s. Abb. 3). \e -~ ';)/
g
e
(a) Stellen Sie die Lagrangefunktion des Teilchens in Ko- \ :
ordinaten r und # auf. '\a \ y

g
(b) Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen des __’i/i_/
Teilchens ab. Welche Bewegungsgleichung kann x
man sofort integrieren? Welcher Erhaltungssatz Abb. 3 Teilchen auf

folgt daraus? Kegel-Innenfléiche.

(c) Zeigen Sie, dass sich das Teilchen auf Kreisbahnen bewegen kann. Wie grof ist
dann die Geschwindigkeit des Teilchens?

(d) Zeigen Sie, dass die Bewegung des Teilchens auf diesen Kreisbahnen stabil verliuft,
d.h. eine kleine Storung zu harmonischen Schwingungen um die Kreisbahn fiihrt.
Bestimmen Sie die Frequenz dieser Schwingungen.
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