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1. Die Wirkung (4+4+4+8=20 Punkte)

Betrachten Sie eine eindimensionale Bewegung mit dem festen Anfangs- und Endpunkt
xr1 = x(ty), r9 = x(t3). Bestimmen Sie die Bahnkurven und berechnen Sie die Wirkung
S(x1,t1; w9, to) und ihre Ableitungen 9S/0xs, 0S/dts in den drei Fillen:

(a) freies Teilchen der Masse m;
(b) ein Teilchen im Schwerefeld der Erde;

(¢) harmonischer Oszillator (ein Teilchen i quadratischen Potenzial).

Betrachten Sie nun kleine Ablenkungen Az (#) (nicht mit einer infinitesimalen Variation
ox(t) zu verwechseln) von den genauen Bahnkurven, die Sie fiir die drei obengenannten
Fille bestimmt haben. Lassen Sie die Anfangsbedingungen fest: Az (t;) = Aw(ty) = 0.

(d) Zeigen Sie fiir die Fille (a) und (b), dass die Wirkung auf der genaue Bahnkurven
das absolute Minimum hat, d.h. AS = S(z + Ax) — S(x) > 0 gilt.

5 Bonuspunkte: Fiir welche Zeiten to — #; besitzt AS fiir den Fall (c) ein absolutes
Minimum?

Losung:
(a)  Die Bewegungsgleichung eines freien Teilchens lautet
ma = 0.
Integration dieser Gleichung von ¢ bis ¢ mit der Definition #(t;) = v, ergibt
T =ug.
Weitere Integration von t; bis t mit x(¢;) = xy ergibt
w(t) = ap + vt —t1).

Um wvg zu bestimmen benutzen wir nun x(ty) = x9, womit

X9 — I
vp = —
O, 1
folgt. Damit ist die Losung mit der Randbedingungen x; = a(t;), 2o = x(t3) also
cegeben durch
T — I
T(IL) *Tlﬂ* (f*fl)
ty— 1t



Die Lagrange-Funktion auf dieser Bahnkurve lautet

m.. m (19 — 1)*
L=—i'(t)= .
() 2 (ty— 1))
Die Wirkung ist damit
ta .
_/wL_W@QJﬁ%
2ty —1t
1
Die Ableitungen sind gegeben durch:
()S T — I
=m = Tmuvg.
81’2 tg — tl 0
N m (w9 — a1)? mug
Oty Q(anp‘* 2

(b)  Die Bewegungsgleichung eines Teilchens im Schwerefeld der Erde ist

mi =mg = F.

Analoges Vorgehen (Integration) zu (a) liefert als Losung mit der Randbedingungen
Ty = I(fl) To9 = T(fz)

(t —t1)?
= t—t)+ F———
x(t) = a1+ vo( 1) + .
wobei
o To — T ZL,Q — 2‘71
= ty — 1y 2m
Die Lagrange-Funktion auf dieser Bahnkurve (U = —Fx) lautet somit
2 E2
L:?2@+Fﬂﬂf2r+Fn+hJﬁ—nH~—ﬁ—m.
Die Wirkung ist somit
m (ry — T1> 2 3
2 6t +2 (w1 +m3)(ta — 1) — m ——(ta— 1)

Die Ableitungen sind hier gegeben durch:

05 T9 —
= F ty —t1) = t
0t m P— + (ty — t1) = ma(ty),
as ro—x1)? 1 F? ‘ 3
== 7(1’2 o) + o F (o +ag) — ——(ty — )" = *Lz,lo + Fay

Ay 2 (ta—1)?



(c)  Die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators (U = mw?2?/2) lautet
o 2
mi = —mw-r.
Die Losung mit der Randbedingungen @y = x(t1), o = x(t2) ist

x(t) = xycosw(t —ty) + Asinw(t — 1),

mit
A — TI9 — I COSW(tQ - Tl)
o sinw(ty — 1)
Die Wirkung ist damit
1 2
S = oW [(TQ —xpcosw(te — 1)) cotw(ta — t1)

+ afsinw(ty —t) cosw(ty — ) — 2w sinw(ts — ).

Die Ableitungen sind gegeben durch:

a8
Dy, = M (w9 — 2y cosw(ta — 1)) cotw(ta — t1) — xysinw(ta — t1)] = ma(ta),
)
o) m ., mo o5
= ——1"(ty) — —wz7(ta).
o, ot Tyt

Zu den physikalische Bedeutungen der Ableitungen: Die Ableitung nach der Zeit t,
ergibt
as
oty

wo F ist die Energie ist. Die Ableitung nach dem Ort x5 ergibt

—F,

as
8172

= p(ta),

wobei p(ty) = mu(ty) der Impuls im Punkt zy ist. Dies ldsst sich auch ganz allgemein
zeigen.

(d)  Fiir Fall (a) ergibt sich

to 2]

AS = S(x+Ar)—S(x) = %z fdt [if(t)+Air(f)]2fdf [#(6))°
- % jdt[Ai(t)]2+2 ] dt [ (t) Ad(t)]
_ % tgdt [A&(#)]* + [mi(t) Ax(h)]? — ] dt [mi(t)] Ax(t)
_ % tgdt[Ai(t)]Q._

t1



wobei
Ai(t) = *AT( ):

und partielle Integration benutzt wurde. Weiter gilt Ax(t;) = Ax(ty) = 0 und
die Bewegungsgleichung lautet mi = 0. Es ist somit klar, dass die Wirkung auf
der wahren Bahnkurve ein absolute Minimum besitzt, da fiir beliebiges Az (t) die
Differenz AS positiv ist.

Fiir den Fall (b) hat man entsprechend

to to

AS = fdl‘ F: (#(t) + Ad () + mg(x(t) + AT(T)>:| /dt [);2 (#()* + mgx(t)
- f dt mi(H)Ai(t) + / dt mgAx(t) + / dt% (Ai(t))?
= [mida]p + fdt (mg — mi) Axdt + /dtizn (Ai(1))*
- ’; dt (A ()2 > 0

wobei wieder partielle Integration benutzt wurde, Az(t;) = Aux(ty) = 0 und die
Bewegungsgleichung mi = mg.

5 Bonuspunkte:
Fiir den Fall (¢) . den Oszillator ergibt sich analog

to

AS = ’; dt [(Ai(1)? — w? (Ax(t))?] .

t1

Man sieht, dass es hier zwei positive (wegen der Quadrate) Ausdriicke gibt mit ver-
schiedenem Vorzeichen. Um eine genauer Aussage machen zu konnen entwickeln wir
nun Ax(t) in einer orthogonalen Basis auf dem Raum V = {f € C'([t;, t2]. R)| f(t1) =
f(t2) = 0} (d.h. der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen, die an den
Réndern Null sind, denn in eben diesem Raum liegen die Variationen Az(#)). Eine
orthogonale Basis dieses Raumes bilden die Funktionen

(ttl)) .n €N
t

Damit kann man also jede beliebige Variation mittels dieser Basisfunktionen ent-
wickeln. (mit Ax(ty) = Ax(ta) = 0):

oo
— tl
E (ty, SIN TN

2*f1

Man hat zudem
.

t—1

ty —t

™

Az(t) = Z a,n COS TN

tiz o tl n=1




Finsetzen der Ausdriicke und Variablensubstitution @ = —=—(¢ — ¢) fihrt auf
to—t1 1

ty—ty [T wn)(m
AS = L; 2 - ! ‘/0 dx Z Ly [W cos(na) cos(ma) — w?sin(nr) sin(mar)

n,m

Verwendet man nun die Orthogonalitit, d.h.

| =

U s
/ dx cos(na) cos(ma) = / drsin(na) sin(mx) = =0um
0 0

[N]

so ergibt sich schlieBlich

Ag—™ (b — 1 )i 5 ( 2n2 2)
S=—(ta—1 | —w .
4 — (ty —t1)?

Wann hat nun S ein absolutes Minimum (d.h. ist AS > 0)7 Dazu muss der Klam-
merausruck strickt positiv sein. Das ist der Fall, wenn
™ ™

— > w = to —t1) < —.
(tQ_ILl) ( ) w

Damit dies stets erfiillt ist muss also
T
(ty — f1) < —
o

gelten. Man sieht daran, dass die Wirkung auf der genaue Bahnkurven nur fiir kur-
ze Zeit ty —t; < T/2 (fiir die Periodendauer gilt w = %) ein absolutes Minimum
hat. Fiir Zeiten ty — t; > T/2 lassen sich sowohl Variationen finden, die AS > 0
herbeifiihren als auch Variationen, fiir die AS < 0 gilt und man hat es somit mit
cinem Sattelpunkt zu tun.

2. Prinzip der kleinsten Wirkung: Kugel im Schwerefeld (34+443=10 Punkte)

Der schiefe Wurf einer Kugel der Masse m im Schwerefeld der Erde soll durch Variation
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung berechnet werden. Die Kugel bewegt sich in der
r-z-Ebene, die Schwerkraft zeigt in negative z-Richtung.

(a) Berechnen Sie die Wirkung fiir die Kugel mit dem Ansatz x(t) = ¢ + vt + at?
und z(t) = zg + v.t + bt*.

(b) Bestimmen Sie die Konstanten des Ansatzes so, dass S extremalisiert wird. Dabei
sind die Endpunkte der Bahn einzusetzen, x(0) = 2(0) = 0, x(T") = x,,, z(T) = 0.
Wie lautet die Bahn, die von der Kugel tatsichlich durchlaufen wird?

(c) Bestimmen Sie die Lagrangegleichungen und vergleichen Sie deren spezielle Losung
wit dem Ergebnis aus (b).

Losung:



1
(a) Kugel im Schwerefeld in a-z-Ebene: Lagrange: £ = Em( + 2% —mygz
Ansatz fiir die zu variierende Bahn in der Wirkung:
x(t) o + v t + at? T = v, + 2at
2(t) = zo+ v.t+ bt o= v, +2bt

Das in die Lagrangefunktion einsetzen ergibt

1 ‘ . . ‘ .
L= g™ [ (02 4+ v? — 2g20) + (dvpa + dv.b — 2gv. ) t + (4a® + 4b* — 2gb) tz]
440 /41 142
Die Wirkung ist dann
T 2 3
T T
S—/ At L(z,d,z,2)=—m | AT + A — + 42‘]
0 2 2 3

(b) Endpunkte als Randbedingungen: = 0, daraus

folgt fiir den Ansatz von oben:

x(0) = 2(0) =0, z(

1’0120:()

Jetzt sind nur noch «a, b unbestimmt. Die Bahn in S wird also durch a, b festgelegt,
und die Bahn in S zu variieren heifit jetzt, a und b zu variieren. S ist extremal, wenn

as s

diese Variation verschwindet, also — =0 o = 0. Man muss beim Ableiten
™ -

beachten. dass v, und v, von a,b abhidngen, d.h., erst v, v, einsetzen, dann nach a

oder b ableiten. Etwas eleganter: Kettenregel benutzen:

aS(a,b 1 du, T3
% = Qm[(ZzTK2 )T+(—lzl+—l + (8 a>3]
aS(a,b) 1 L Ou, ) ) 81,‘ 01 . T2 A
) Uy v, Lo )
Einsetzen von = — 0[; = —T und alles ausmultiplizieren und -addieren
a -
ficfort a5 1 Js 1 1
oo 1 m3 A N
9 SmT a, & SmT (b+ Qg)
Nullsetzen liefert
a=0, b=—g/2
und die physikalische Bahn der Kugel lautet, mit v, = x,,/T ., v. = gT/2,
T?’T?
r(t) = vt ="t
r(t) v o
At) = wt—22=Lur 2
() = vt-Se=Sar -

Das so etwas herauskommt, war natiirlich schon vorher klar: in x-Richtung: gleichftrmi-
ge Bewegung, in z-Richtung: freier Fall, kennen wir schon aus Theorie A.



(¢) Zum Vergleich der ‘konventionelle” Weg: Die Bahn, die die Wirkung extremalisiert,
wird ja durch die Lagrangegleichungen bestimmt, also:

dac oL 0 mi 0 x(t) = @+ vt

—a T S — = . =
dt dq, g, mi = —mg 2(t) = 29+ vt — 2t

(NN

Die Randbedingungen (Endpunkte fiir ¢ = 0 und ¢t = 7") legen die Integrationskon-
stanten g, zg, v,. v, fest, wie in b). Normalerweise hat man als Randbedingungen
nicht die Endpunkte der Bahn, sondern die Anfangspunkte x(0) = 0, z(0) = 0 und
die Anfangsgeschwindigkeiten #(0) = v, , 2(0) = v, . Das ist natiirlich dquivalent
und 148t sich umrechenen in die Wurfzeit 7" und -weite 2, :

w(0) = v, =uwx,/T 2v, 2
. ’ = I= T = —UpU;
2(0) = v, =gT)/2 g
3. Prinzip der kleinsten Wirkung: Harmonischer Oszillator (10 Punkte)

Minimieren Sie die Wirkung fiir den harmonischen Oszillator (Masse m, Frequenz w,
Periode T' = 27 /w)

T/4
Sty = / dt L(x(t), (1)), x(0) =0, =(T/M)=1
0
mit dem Ansatz x(t) = a +bt + ct? beziiglich der Parameter a, b und ¢. (Beriicksichtigen

Sie die oben gegebenen Randbedingungen!) Skizzieren Sie das so gewonnene x(t) und
vergleichen Sie es mit der exakten Losung des harmonischen Oszillators.

Losung:

r
2e0
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|

X= a~+bt+et®
X(o)=0 — a=0
K= — b (T/a)r e(Th)* = 1
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