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1. Trigheitstensor (3+4+5=12 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie den Trégheitstensor ©; eines starren Koérpers kennengelernt,
der in der diskreten Fassung in einem gegebenen Koordinatensystem wie folgt gegeben
ist (die Summe erstreckt sich dabei tiber alle Massepunkte):

(a) Wie aus der Vorlesung bekannt ist, kann man eine orthogonale Matrix a so wéhlen,
dass ©' = a’©a = diag(O,, O,, O3) diagonal ist. Beweisen Sie, dass die Spur des
Tragheitstensors unter dieser Transformation invariant ist: Sp© = Sp©’. Zeigen
Sie zudem, dass die folgende Ungleichung fiir die Haupttragheitsmomente gilt:

0;+0,>0, itj+k=123.

Losung:

Mit e’ = 1 und zyklischer Vertauschung unter der Spur gilt:
Sp (©) = Sp (Oaa’) = Sp (a"Oa) = Sp (©).

Mit (27,)1 = 7, (7,)2 = y,, und (27,)3 = 2, gilt

@/ = diag(@l,@g,@g)

2 mn (7)) = (27,)7] 0 0

= 0 > mn [(7)% = ()] 0
0 0 2 [(7)? = (27)7]

> mn [(4)% + (2,)%] 0 0

= 0 2 mn [(27)% + (2,)7] 0
0 0 2 mn [(2,)7 + (1))

Damit folgt

O+ 0= 3 ma [(@)” + ()7 + 2007 = 3 ma((@l)? + (4)?) = ©s.

Die anderen Komponenten zeigt man analog.

(b) Sei ein Trigheitstensor O, eines starren Korpers in einem korperfesten Koordina-
tensystem gegeben, dessen Ursprung gleich dem Schwerpunkt ist. Betrachten Sie



den Tragheitstensor O, dieses starren Korpers in einem um einen konstanten Vek-
tor @ = (a1, as, az)” verschobenen Koordinatensystem. Beweisen Sie die folgende

Beziehung;:
@ik = @zk —|— (Jgézk — aiak) Z my.

Diese Beziehung wird auch als Steinerscher Satz bezeichnet.

Loésung:

Wir setzen 7= 7' + @. Setzt man dies ein und verwendet, dass gilt > m,7, = 0 bzw.

> mn(x,); = 0 (jede Komponente des Schwerpunktes verschwindet), so folgt

On = Zmn (7 )0k — ()i, )]
= Zmn { a Oir — [(n)i — ai][(zn)r — ak]}

— Zm” [Fjéik — (xn)z(xn)k} + (Z mn> (6725¢k — aiak)

— @zk —+ (625214: — a,-ak) Z My, .

(c) Bestimmen Sie die Haupttragheitsmomente (beziiglich des m,
Schwerpunktes) des dreiatomigen Molekiils in Form eines
gleichschenkligen Dreiecks. Das Molekiil wird hier betrach- b b
tet als ein System von zwei Teilchen der Masse m; und ein m m
Teilchen der Masse ms, die sich in konstanten Abstidnden a ‘ :
und b voneinander befinden (s. Abb. 1). Abbildung 1.

Lo6sung:

= Eiea_al/q h_@ﬁ”ﬁ__a

]\ c = ._tn_—z—r'—- Yh?'1-2rn4
h’é + 21’YM

Mit x, = (xn)1, Yo = (xn)2 und z, = (acn)g schreiben wir:

O = Z mn Z mn[yn + 22 ] = 2m,c? + ma(h — 0)2
n=1,2,3 n=1,2,3 0
2 2 2
2 2
meo + le meo + le 4 meo + 2m1
2 2
o = 3 mlr sz = (3) =7
n=1,2,3 \:,0/
o (224 y2] = 61+ Oy = a? % 2 2Mtma
= mpy | X = =a
33 n|Ln T Yn 11 22 T + 21y Mo + 21y



O3 = O3 =0 (weil z, = 0), O12=0 (Symmetrie x — —x).

= 011, O9, O33 — Haupttrigheitsmomente beziiglich des Schwerpunktes.

2. Tragheitstensor einer quadratischen Anordnung von Punktmassen
(44-6+4=14 Punkte)

Betrachten Sie die in Abb. 2 abgebildete Anordnung von m .M
Punktmassen m # M in der x-y-Ebene. Die masselosen I
starren Verbindungsstangen haben die Linge a .

sors beziiglich des Ursprungs (v =y = z = 0). Bestim-

(a) Berechnen Sie die Komponenten O, des Trigheitsten- a !
z m
men Sie die Eigenwerte der Matrix ©.

Abbildung 2.
Losung:

Da z, = 0, haben wir fiir die Komponenten des Trigheitstensors ©:

- ) - ) - - -
On = E mny, , Ogo = E mypx,, O33 = O11 + Oy,
n=1,2,3,4 n=1,2,3,4
@12 - - E MnpTpYn, @21 = - E MpYnTyn = @127
n=1,2,3,4 n=1,2,3,4
@13 — @23 — 0

Wir erhalten:

O = (m+M)a®

O = (m+ M)a? (m + M)a? —Ma? 0

Os3 = 2(m+ M)a? = 0= —Ma*  (m+ M)d? 0

O = Oy =—-Ma’ 0 0 2(m + M)a®
O13 = B3=0

Eigenwerte (I — Einheitsmatrix):
det(©@ —6,1) =0 = [2(m+ M)a®>—6;][((m+ M)a® —6,)? — (Ma*)*] = 0.

Daraus folgt

O3 =2(m + M)a*| und ((m+ M)a® - 6;)* = (Ma*)* = 0

= |6, =md? Oy = (m + 2M)a?

(b) Finden Sie die normierten Eigenvektoren (Hauptachsen) der Matrix O. Bestimmen
Sie die Transformationsmatrix «, welche die Koordinatenachsen €, ¢é,, ¢, in die
Eigenbasis des Trigheitstensors © transformiert.

Losung:



0, =ma®> = zugehoriger Eigenvektor: Ow) = 6w,

by
Mit w® = ( by > :
b

Mb, — Mb, = 0
—Mb, + Mb, =
0

:> bx:by :> w(l):cl<
(m+2M)b, = 0

= b, =

O = =

)

mit der freien Konstante ¢; = b, . . .
Oy = (m+2M)a®> =  zugehériger Eigenvektor: Ow?) = 0,0®.

ba
Mit w® = < by ) :
b.

~Mb, — Mb, = 0 B 1
—Mb, — Mb, = } = be=—h = w(2)202< 1 >

mb, =0 = b,=0 0

@}

mit der freien Konstante c; = b, .
0, = 2(m + M)a*> = zugehoriger Eigenvektor: Ow® = O3w®).

be
Mit w® = ( by > ;
b

~(m + M)b, — Mb, = 0 L
—Mb, — (m+M)b, = 0 = ba=by =0 = w(3)203(
0b,=0 = b, = beliebig

—_ o O

)

Die Konstanten c¢; werden jetzt so bestimmt, dass die Eigenvektoren normiert sind
(Einheitsvektoren), [w")| = 1, und es ergibt sich schlieBlich

mit der freien Konstante c3 = b, .

O, = ma? Oy = (m+2M)a? O3 = (2m+2M)d?

) L[ @) L 3) X
WO — =1 w® — [ 1 w® = [ 0
V2 \ o V2\ o 1

Die Transformationsmatrix lautet

1 1
11y
V2 V2

ol = (WY, w?® u®) = \/Li \/Li 0
0 0 1

(c) Bestimmen Sie den Trégsheitstensor © beziiglich des Schwerpunktes fiir den Fall
M = m mithilfe des Steinerschen Satzes aus Aufgabe 1(b). Geben Sie die Haupt-
tragheitsmomente O, 0, , 03 des Korpers an.



Losung:

Schwerpunkt im “alten” Koordinatensystem mit M = m:

. 1 0 1 1
= n'n 1
R:M:—[ma<0)+ma(1>+ma<1>]:g<1>.
>, My, 4m 0 0 0 2\ o

Der Schwerpunktsvektor R ist parallel zur Hauptachse w®. Wenn nun das Haupt-
achsensystem w® | w® w® in Richtung w™® auf den Schwerpunkt verschoben wird,
werden die Drehachsen w® und w® jeweils um R parallel verschoben, w dagegen
bleibt unveréndert.

Der Satz von Steiner, riickwérts im Hauptachsensystem angewendet (mit a®") = R, a(?) =
0, a'® = 0), fithrt dann auf

O = éll - Mtot{’é‘z - a(l)&(l)} = éla

Op = C:)22 - Mtot{|é‘2 - a(z)a(z)} = (:)2 - Mtot’§|27

Os3 = O — Mf|R]” — aPal®} = O35 — Mioy| RP,
i#k: = Op =04+ Mgaa® =0,

mit Mo, = 4m und |R|?> = a2/2 in unserem Fall. Somit erhalten wir
@l = é17
@2 == ég — 4m—,
@3 = ég - 4m—,

also

O, = ma®, Oy =mad? ©O3;=2md’

Dies ergibt sich natiirlich auch direkt, wenn man M = m setzt und die ©;; mit dem
Ursprung in der Mitte (Schwerpunkt) berechnet.

. Tragheitstensor eines Wiirfels
(74+3+4=14 Punkte)

Betrachten Sie den in Abb. 3 dargestellten Wiirfel mit X3 o,
Masse m und Kantenldnge a. Die kontinuierliche Mas- 7/1/
senverteilung sei homogen innerhalb des Wiirfels.

(a) Berechnen Sie den Trigheitstensor des Wiirfels a ,
beziiglich des Ursprungs. Bestimmen Sie die Haupt- / e
tragheitsmomente des Wiirfels und geben Sie die 0 o,
zugehorigen Haupttragheitsachsen an. Abbildung 3.

Lo6sung:

Massendichte des Wiirfels:



Es gilt:

0, = / p(Z) (x§+$§)d3x:m3/ dxl/ d:l:Q/ dxs (235 + 3)
R3 as Jo 0 0

m a® m  a®  2ma®

= Eaga—}-gaagz 3 :@22:@33.

@12 = —/ p(f)xled?’x_——/ dl’l/ dl’z/ dIgI‘le
R3
2

2

Ebenso:

= —%%%a:—%:@13—@23—@21—@31:@32-
Also in Matrixform:
ma? 8§ -3 =3
@:(@ij):? -3 8 =3

-3 -3 8

Eigenwerte von © liefern die Haupttragheitsmomente ©;:

A

det(© — A1) = 0.

Mit dem Ansatz A = Oma?/12 erhalten wir

3.6
det (@ - @e ) ”;22‘ (63 — 2462 + 1650 — 242) = (6 — 2)(6 — 11)? = 0,
also ) ing?
ma ma
1 1 6 2,3 2,3 D
Haupttragheitsachse zu O;:
a2 -1 -1 A
O-61l=—| -1 2 -1 = wW=—11
-1 -1 2 V3 1

Haupttragheitsachsen zu O 3:
111
-6 [=— |11 1],
111
also zum Beispiel (fiir zusammenfallende Eigenwerte kénnen die Eigenvektoren ortho-
gonal gemacht werden):

G W® = L

V2l ) Vo

—_



(b) Der Wiirfel rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit &, um die x;-Achse (s. Abb. 3).
Bestimmen Sie den Drehimpuls Emt des Wiirfels.
Loésung:
&1 = (w1,0,0)7 also

Damit sind Drehimpuls und Rotationsachse nicht parallel zueinander.

(c) Der Wiirfel rotiere nun mit der Winkelgeschwindigkeit ¢J, um seine Hauptdiagonale
(OA, s. Abb. 3). Bestimmen Sie den Drehimpuls L,,; und die Energie T, der

Rotation?
Losung:
o 1
Wy =—1=11 = Wow" "/,
2 Ve X 2
also
ma’w 1
Lt =00 =0, = 21

Drehimpuls und Rotationsachse sind parallel zueinander, da die Drehachse mit
einer der Hauptachsen zusammenfallt.

Energie Tio:

mw2a? 1
Tiot = —WpOWy = —2— = —Oyw3
t WoOWso 12 B 1Wo

4. Bonusaufgabe

(3464+6=15 Bonuspunkte)
Ein dreiatomiges Molekiil besteht aus drei verschiedenen Ato-
men mit den Massen my, ms und mg, die ein gleichseiti-

ges Dreieck mit Seitenlénge [ bilden (die Atome werden als
Punktteilchen betrachtet).

(a) Wihlen Sie zunichst ein Koordinatensystem, dessen
Nullpunkt O in der Mitte einer Seite des Dreiecks liegt
(s. Abb. 4), und berechnen Sie den Trégheitstensor 6
beziiglich dieses Systems. Abbildung 4.

Losung:
Y
- 3 ~ 1
O = ~mal®, Oy = Z(ml + m2)l2, My %'P'

4
O33 = O11 + O = Z(ml +ma + 3ms)?, _nj{.,f‘;_ N L x
i ) ) 0 /O A .
O12 = 013+ O93 = 0. '
=



(b) Finden Sie die Koordinaten des Schwerpunktes und transformieren Sie den Tréigheits-
tensor ins Koordinatensystem mit Nullpunkt im Schwerpunkt: @ — ©.

Steinerscher Satz: ©,, = O, — (@24, — azay) M.

M = My+m, + iy
B — Koordinate Koz Sclaverputfel

a
Q,x -_-65;1 (mz-hﬂ{) €
_ B2 - £ (
Qq = z M Qg Ve, r*”/)
@6_:50
2 3m?2 12
@11—@11—M&§:— (3m3—ws> :m3m3(m1+m2)

2 Mo — 1 )2 12
|: ( 2 1) :| _ Wi [(ml —+ m2>m3 + 4m1mg] ,

2

O33 = 011 + Ogy = M(

l2
O12 = Oy = M%ay = m(ﬂw - m1)\/§m3, ©13 = O3 = 0.

(c) Diagonalisieren Sie jetzt den Tensor © und finden Sie damit die Haupttrigheits-

momente (beziiglich des Schwerpunktes) des Molekiils.

mime + mims + mgmg),

Loésung:
2 3msz(my + my) V3(my —my)ms 0
O = m \/§(m2 — m1>7Tl3 (m1 + m2)m3 + 4m1m2 0
0 0 4(m1m2 + miymms + mgmg)
= €3 — eine Hauptachse, ©33 — Haupttragheitsmoment.
Um die zwei anderen zu finden diagonalisieren wir die 2x2-Matrix © = <811 812>
21 92

det(@—X[)=0 =

2 ~
A= {’ )
[3% (mytimy) — A j[{m1+m1) Wiy + 4m, m;:\v]— 3 ["V?;’m,[)z/’n; =0
~ 2 ~
A= 44 (m, m, +m my Nz ) + 2””31[”"#”’;)1+ JZM,MZMJ[M#W,)
—Skn;[ml—m()Z:O

ra o~
— 4\ (m,m?fm‘m;fmzm&) + 12mym, /*’74-*%*""’3,) =0

==y i N
12 2( o, + gy + g ) + Ws + My bty )Z‘f 2 *%'"/”A'ﬂ*”&"ﬁ)

?

>0

?

>



©,

O,

l2
2M

2M
l2
2M

(m1m2 +mims + mgmg) + \/(m1m2 +mims + m2m3)2 - 3m1m2m3M}

(mymg + myms + mams) + \/mfmg + mim3 + m3mj} — mlQOgM} :

(mymg + myms + mams) — \/m%mg +m2m3 + mim

2

@3 = @33 = M(mlmg + mims + mzmg)

2 _
3

mlmgmgM} s



