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1. Zylinder (3+5+4=12 Punkte)

Betrachten Sie einen homogenen Kreiszylinder mit dem Ra-
dius a, der auf der Innenseite einer zylindrischen Oberfläche
mit dem Radius R abrollt.

(a) Bestimmen Sie das Trägheitsmoment Θ3 des Zylinders
durch seine Symmetrieachse. Abbildung 1.

Lösung:

Der Trägheitstensor ist durch

Θik =

∫
ρ(~x)(δik~x

2 − xixk)d3x

gegeben. Wir legen das körperfeste Koordinatensystem auf die Symetrieachse (x3 zeigt
aus der Ebene heraus). Dann erhalten wir

Θ3 = Θ33 = Lρ

∫
x21+x

2
2<a

2

(x21 + x22)dx1 dx2

= 2πLρ

∫ a

0

r3 dr = 2πLρ
a4

4
=
Ma2

2
.

(b) Verwenden Sie den Winkel φ (s. Abb. 1) als verallgemeinerte Koordinate und stellen
Sie die Lagrangefunktion dieses Systems auf.

Lösung: Die Lagrangefunktion ist durch

L = T − U

gegeben, wobei T die kinetische Energie und U die potentielle Energie bezeichnen.

Die kinetische Energie kann generell in die Bewegung des Schwerpunktes (TSP)
und die Rotation um den Schwerpunkt (Trot) aufgeteilt werden, d.h.

T = TSP + Trot =
M

2
~̇R
2

+
1

2
Θ3Ω

2,

wobei Ω die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die Symmetrieachse des ab-
rollenden Zylinders ist.

Zur Rotationsenergie: Wir benötigen eine Beziehung zwischen Ω und verallgemei-

nerter Koordinate. Dabei finden wir erst die Geschwindigkeit V = | ~̇R| des Schwer-
punktes als Funktion von φ und φ̇ und gewinnen damit die gewünschte Beziehung.
Es gilt:

| ~̇R| = V = (R− a)φ̇



und damit gilt

Ω =
V

a
=
R− a
a

φ̇ .

Es folgt

Trot =
1

2
Θ3Ω

2 =
1

4
M(R− a)2φ̇2 .

Ausserdem hat man für die kinetische Energie des Schwerpunktes:

TSP =
M

2
~̇R
2

=
M

2
(R− a)2φ̇2 .

Die potentielle Energie ergibt sich zu

U = Mgz = −Mg(R− a) cosφ .

Damit lautet die Lagrangefunktion

L(φ, φ̇) =
3

4
M(R− a)2φ̇2 +Mg(R− a) cosφ .

(c) Bestimmen Sie die Frequenz der Schwingung für kleine Auslenkungen φ.

Lösung:

Für kleine Winkel gilt:

L(φ, φ̇) ' 3

4
M(R− a)2φ̇2 +Mg(R− a)

(
1− φ2

2

)
.

Euler-Lagrange-Gleichung:

φ̈+
2

3

g

R− a
φ2 = 0.

Es folgt:

ω =

√
2

3

g

R− a
.

2. Halbzylinder (6+6+6=18 Punkte)

Ein starrer Halbzylinder (d.h. ein Zylinder halbiert
entlang seiner Achse) mit konstanter Massendichte
ρ, Länge L und Radius R führt im Schwerefeld eine
Schaukelbewegung auf einer horizontalen Ebene aus
(er rollt dabei auf der Ebene ohne zu rutschen, s.
Abb. 2).

Abbildung 2.

(a) Wo liegt der Schwerpunkt des Halbzylinders? Bestimmen Sie das Trägheitsmoment
entlang der Achse des Zylinders bezüglich eines Koordinatensystems dessen Ur-
sprung im Schwerpunkt des Zylinders ist.



Lösung:

Wir berechnen den Schwerpunkt ~RSP in der Ruhelage (Abb. a):

~RSP =
1

M
ρ

∫
~rdV =

2

πR2

1

L

∫ L/2

−L/2
dy

∫ π/2

−π/2
dθ

∫ R

0

rdr

 r sin θ
y

−r cos θ

 = −4R

3π
êz

Wir setzen

a =
4R

3π
.

Das Trägheitsmoment bezüglich der y-Achse, die durch den Punkt O geht ergibt
sich aus

ΘO = ρ

∫
dV (x2 + z2) = πρL

R∫
0

rdr r2 = πρL
R4

4
=
MR2

2

Der steinersche Satz besagt, dass das Trägheitsmoment bezüglich der Achse, die
durch den Schwerpunkt parallel der y-Achse geht, durch

ΘC = ΘO −Ma2 = M

(
R2

2
− a2

)
= MR2

(
1

2
− 16

9π2

)
gegeben ist.

(b) Benutzen Sie den Winkel ϕ als die verallgemeinerte Koordinate (−π/2 < ϕ < π/2)
und geben Sie die Lagrangefunktion an.

Lösung:

Zunächst bestimmen wir die Schwerpunktenergie. Dazu brauchen wir die Ände-
rungen der Position des Schwerpunkts. Der Abstand |AB| (s. Abb. b) ergibt sich
als |AB| = Rϕ. Dann gilt

xC = |AB| − a sinϕ = Rϕ− a sinϕ

und
zC = −a cosϕ.

Die Schwerpunktsenergie lautet

TSP =
M

2
(ẋ2C+ż2C) =

M

2
ϕ̇2
[
(R− a cosϕ)2 + (a sinϕ)2

]
=
M

2
ϕ̇2(R2+a2−2Ra cosϕ).



Die Rotationsenergie lautet

Trot =
ΘC

2
ϕ̇2 =

M

2
ϕ̇2

(
R2

2
− a2

)
.

Die gesamte kinetische Energie ist dann durch

T = TSP + Trot =
M

2
ϕ̇2

(
3

2
R2 − 2Ra cosϕ

)
=
M

2
ϕ̇2R2

(
3

2
− 8

3π
cosϕ

)
.

gegeben.

Alternativ kann man die Bewegung des rollenden Zylinders in jedem Zeitpunkt als
reine Drehung um die momentane Drehachse (die mit Berührungslinie des Zylin-
ders mit der ruhenden Ebene zusammenfällt) betrachten. Die kinetische Energie
wird dann durch die Rotationsenergie Trot bezüglich dem Punkt B (Abb. b) be-
stimmt:

T =
1

2
ΘBϕ̇

2.

Mithilfe des steinerschen Satz erhalten wir

ΘB = ΘC +M |BC|2 = MR2

(
1

2
− 16

9π2
+ 1 +

16

9π2
− 8

3π
cosϕ

)
= MR2

(
3

2
− 8

3π
cosϕ

)
,

wobei wir

|BC|2 = |OB|2 + |OC|2 − 2|OB||OC| cosϕ = R2

[
1 +

(
4

3π

)2

− 8

3π
cosϕ

]
benutzt haben.

Die potenzielle Energie lautet

U = mgzC = −Mga cosϕ = − 4

3π
MgR cosϕ.

Somit erhalten wir die Lagrangefunktion:

L = T − U =
1

2
ϕ̇2MR2

(
3

2
− 8

3π
cosϕ

)
+

4

3π
MgR cosϕ.

(c) Geben Sie die allgemeine Bewegungsgleichung und dann die Bewegungsgleichung
für kleine Auslenkungen an. Finden Sie die Frequenz der kleinen Schwingungen
(ϕ� 1) des Halbzylinders um die Ruhelage (ϕ = 0).

Lösung:

Die Bewegungsgleichung lautet

d

dt

[
MR2ϕ̇

(
3

2
− 8

3π
cosϕ

)]
=

4

3π
MR2ϕ̇2 sinϕ− 4

3π
MgR sinϕ.

Das ergibt

R2ϕ̈

(
3

2
− 8

3π
cosϕ

)
+

8

3π
R2ϕ̇2 sinϕ =

4

3π
R2ϕ̇2 sinϕ− 4

3π
gR sinϕ



⇒ ϕ̈R

(
3

2
− 8

3π
cosϕ

)
+ ϕ̇2 4

3π
R sinϕ = − 4

3π
g sinϕ.

Für kleine Auslenkungen ϕ� 1 können wir linearisieren

ϕ̈R

(
3

2
− 8

3π

)
= − 4

3π
gϕ ⇒ ϕ̈+

8g

(9π − 16)R
ϕ = 0.

Die Frequenz der harmonischen Schwingungen ergibt sich als

ω =

√
8g

R(9π − 16)
.

3. Quader (10 Punkte)

Ein Quader mit konstanter Massendichte ρ und den Sei-
tenlängen a, b, c sei im Schwerefeld an einer horizontalen Ach-
se aufgehängt, die mit einer Seite der Länge a zusammenfällt
(s. Abb. 3). Geben Sie die Lagrangefunktion des Quaders an.
Bestimmen Sie die Frequenz der kleinen Schwingungen um
die Ruhelage.

Abbildung 3.

Lösung:



4. Bonusaufgabe (5 Bonuspunkte)

Lösen Sie Aufgabe 2 von Blatt 11 (symmetrischer Kreisel mit konstantem Drehmoment
~M) für die Anfangsbedingung ω(0) = 0 und einen beliebigen Winkel θ(0) = θ0 zwischen

der Figurenachse des Kreisels und ~M .

Lösung:

Aufgabe 2 von Blatt 11:

ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ =
M0

Θ1

t sin θ sinψ, (1)

ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ =
M0

Θ1

t sin θ cosψ, (2)

ϕ̇ cos θ + ψ̇ =
M0

Θ3

t cos θ (3)

und Gl. (1)× cosψ− Gl. (2)× sinψ:
θ̇ = 0.

Anfangsbedingung: θ(0) = θ0 ⇒ θ(t) = θ0 und

ϕ̇ =
M0

Θ1

t, (4)

ϕ̇ cos θ0 + ψ̇ =
M0

Θ1

t cos θ0 + ψ̇ =
M0

Θ3

t cos θ0 ⇒ (5)

ϕ(t) = ϕ0 +
M0

2Θ1

t2, (6)

ψ(t) = ψ0 +
(Θ1 −Θ3)M0 cos θ0

2Θ1Θ3

t2. (7)

Mit ϕ0 = ψ0 = 0 erhalten wir

ω1 =
M0t sin θ0

Θ1

sin

[
(Θ1 −Θ3)M0 cos θ0

2Θ1Θ3

t2
]
,

ω2 =
M0t sin θ0

Θ1

cos

[
(Θ1 −Θ3)M0 cos θ0

2Θ1Θ3

t2
]
,

ω3 =
M0t cos θ0

Θ3

.


