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1. Zylinder (3+5+4=12 Punkte)

Betrachten Sie einen homogenen Kreiszylinder mit dem Ra-
dius a, der auf der Innenseite einer zylindrischen Oberfliche
mit dem Radius R abrollt.

(a) Bestimmen Sie das Trégheitsmoment ©3 des Zylinders
durch seine Symmetrieachse. Abbildung 1.

Loésung:

Der Tragheitstensor ist durch
O, = /p(f)(&ikf2 — wywp)dx

gegeben. Wir legen das korperfeste Koordinatensystem auf die Symetrieachse (x5 zeigt
aus der Ebene heraus). Dann erhalten wir

@3 = @33 = Lp/ (LU% + Ig)d&:l dQ?Q
z2+z2<a?

a 4 M 2
= 27TL,0/ r3dr = 27era— -4
0 4 2

(b) Verwenden Sie den Winkel ¢ (s. Abb. 1) als verallgemeinerte Koordinate und stellen
Sie die Lagrangefunktion dieses Systems auf.

Losung: Die Lagrangefunktion ist durch
L=T-U

gegeben, wobei T' die kinetische Energie und U die potentielle Energie bezeichnen.

Die kinetische Energie kann generell in die Bewegung des Schwerpunktes (Tgsp)
und die Rotation um den Schwerpunkt (7}0t) aufgeteilt werden, d.h.

M =2 1
T =Tsp + Tior = ?R + 563927

wobei 2 die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die Symmetrieachse des ab-
rollenden Zylinders ist.

Zur Rotationsenergie: Wir bendtigen eine Beziehung zwischen 2 und verallgemei-
nerter Koordinate. Dabei finden wir erst die Geschwindigkeit V = |R| des Schwer-

punktes als Funktion von ¢ und qb und gewinnen damit die gewiinschte Beziehung.
Es gilt:

B =V = (R—a)¢



und damit gilt

Es folgt

Thot = %@392 = iM(R —a)?¢?.

Ausserdem hat man fiir die kinetische Energie des Schwerpunktes:

M =2 M .
R = —(R—a)%¢*.

Tsp = —
SP 9 9

Die potentielle Energie ergibt sich zu
U=Mgz=—-Mg(R—a)cos¢.

Damit lautet die Lagrangefunktion

£(6.6) = SM(R— 0}’ + My(R — a)cos 6.

(c) Bestimmen Sie die Frequenz der Schwingung fiir kleine Auslenkungen ¢.

Losung:
Fiir kleine Winkel gilt:

. 3 . b
Lo.6) = TMR-0+ My(R-a) (1-5).
Euler-Lagrange-Gleichung;:
0.2 9
- 0
¢+3R—a¢
Es folgt:
2 9
w — —
3R—a

2. Halbzylinder

Ein starrer Halbzylinder (d.h. ein Zylinder halbiert
entlang seiner Achse) mit konstanter Massendichte
p, Lange L und Radius R fiihrt im Schwerefeld eine
Schaukelbewegung auf einer horizontalen Ebene aus
(er rollt dabei auf der Ebene ohne zu rutschen, s.

Abb. 2).

Abbildung 2.

(a) Wo liegt der Schwerpunkt des Halbzylinders? Bestimmen Sie das Tragheitsmoment
entlang der Achse des Zylinders beziiglich eines Koordinatensystems dessen Ur-
sprung im Schwerpunkt des Zylinders ist.



Losung:
Wir berechnen den Schwerpunkt Rgp in der Ruhelage (Abb. a):

- 1 L/2 /2 R rsin 6 AR
Rgp = —p/rdV = —2—/ dy/ d@/ rdr Yy =——¢,
M TR? L L/2 —7/2 0 —rcosf 3m
Wir setzen
4R
a=—.
3
Das Tragheitsmoment beziiglich der y-Achse, die durch den Punkt O geht ergibt
sich aus
’ R*  MR?
@o:p/dV(x2+z2) = L/rdrr —WpLZ =
0

Der steinersche Satz besagt, dass das Triagheitsmoment beziiglich der Achse, die
durch den Schwerpunkt parallel der y-Achse geht, durch

R? 16
= — 2: _— 2 - — —
Oc =00 — Ma M< 5 a> MR (2 97r2>

gegeben ist.

a ' Z b

(b) Benutzen Sie den Winkel ¢ als die verallgemeinerte Koordinate (—7/2 < ¢ < 7/2)
und geben Sie die Lagrangefunktion an.
Losung:
Zunéchst bestimmen wir die Schwerpunktenergie. Dazu brauchen wir die Ande-

rungen der Position des Schwerpunkts. Der Abstand |AB| (s. Abb. b) ergibt sich
als |AB| = Ryp. Dann gilt

xo = |AB| —asing = Rp — asin ¢

und
2o = —aCoS .
Die Schwerpunktsenergie lautet
M M M
Tsp = 7(3:%—1—2%) = 7(/')2 [(R—acosg)® + (asinp)?] = 7¢2(R2+a2—2Ra cos ).



Die Rotationsenergie lautet

Oc ., M, R? 9
Tiot = —° = — .
6 290 290

Die gesamte kinetische Energie ist dann durch

M 3 M 3 8
T =T 7o 2(2R2_9 _Meapa (9 O .
sp + Lrot 5 P (2R Ra cosgp) 5 P R 5 ~ 5. 0S¥

gegeben.
Alternativ kann man die Bewegung des rollenden Zylinders in jedem Zeitpunkt als
reine Drehung um die momentane Drehachse (die mit Beriihrungslinie des Zylin-

ders mit der ruhenden Ebene zusammentfillt) betrachten. Die kinetische Energie
wird dann durch die Rotationsenergie T}, beziiglich dem Punkt B (Abb. b) be-

stimmt: .
T = —Ogp°.
5 BY
Mithilfe des steinerschen Satz erhalten wir
1 16 16 8
= M|BCP =MR* (- — —S +1+— — —
Op O¢ + M|BC)| R <2 o2 T 1t g 37Tcos<p)
3 8
_ 212 _ =
= MR <2 - cosgo) ,
wobel wir
4\* 8
|BC|> = |OB>+|0C|* —2|O0BJ|OC|cosp = R* |1+ (3—> — 3 cosw]
T T

benutzt haben.

Die potenzielle Energie lautet
4
U=mgzec =—Mgacosy = —S—Mchos ©.
™
Somit erhalten wir die Lagrangefunktion:

1 3 8 4
L=T-U=-pP*MR* (=~ —cosp | +—MgRcos .
2 2 3 3T

(c) Geben Sie die allgemeine Bewegungsgleichung und dann die Bewegungsgleichung
fiir kleine Auslenkungen an. Finden Sie die Frequenz der kleinen Schwingungen
(p < 1) des Halbzylinders um die Ruhelage (¢ = 0).

Losung:

Die Bewegungsgleichung lautet

d 5. (3 8 4 9.9 . 4 _
T {MR @(i—g—ﬂcos<p>} —3—7TMR P sin B—WMgRsmgo.

Das ergibt

3 8 8 4 4
R2¢ —— —cosp | + —RngQ sin p = —R2gb2 sin g — —gRsin
2  3m 3T 3T 3T



3T 3

Fiir kleine Auslenkungen ¢ < 1 konnen wir linearisieren

(38 4 ) 8¢
4 (2 37r> 3777 P o —10R”

3 8 4 4
= ¢R (— — —cosgp) + p*—Rsinp = —ggsingo.

Die Frequenz der harmonischen Schwingungen ergibt sich als

__ 8
R(97 — 16)

w =

3. Quader (10 Punkte)

Ein Quader mit konstanter Massendichte p und den Sei-
tenldngen a, b, ¢ sei im Schwerefeld an einer horizontalen Ach-
se aufgehdngt, die mit einer Seite der Linge a zusammenfllt
(s. Abb. 3). Geben Sie die Lagrangefunktion des Quaders an.
Bestimmen Sie die Frequenz der kleinen Schwingungen um
die Ruhelage.

Abbildung 3.

Losung:
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4. Bonusaufgabe (5 Bonuspunkte)

Losen Sie Aufgabe 2 von Blatt 11 (symmetrischer Kreisel mit konstantem Drehmoment
M) fiir die Anfangsbedingung w(0) = 0 und einen beliebigen Winkel 6(0) = 6y zwischen
der Figurenachse des Kreisels und M.

Lo6sung:

Aufgabe 2 von Blatt 11:

¢sinfsiny 4+ 0cosyp = ?tsin@sinw, (1)
1
.. . My, .
psinfcosy —Osiny = @—tsmecosw, (2)
1
pcosh+¢ = %tcose (3)
O3

und GL (1)x cosp— Gl (2)x sin: ‘
6=0.

Anfangsbedingung: 0(0) =60, = 0(t) = 6p und

. M,
= ¢ 4
(ID (_)1 Y ( )
peosby+19 = %tcos«90+¢: %tcoseg = (5)
0, O3

M, ,

t) = —t
e(t) Potog (6)

. (@1 — @3) M(J COSs 90 2

Mit g = 1y = 0 erhalten wir

o — Mt sin 0, “in {(@1 — O3) M, cos thg]
O, 20,03 ’
oy — Myt sin 6, cos [(@1 — ©3) M, cos QotQ}
O, 20,03 ’
Mot cos b,
Wy = —————.

O3



