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1. Hamiltonfunktion (243+3=8 Punkte)

Schreiben Sie die Hamiltonfunktion und die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir

(a) den gleitenden Massenpunkt auf einer Kugel (Aufgabe 3 von Blatt 2);
(b) das ebene Doppelpendel (Aufgabe 1 von Blatt 8);
(c) das Pendel mit bewegtem Aufhéngepunkt (Aufgabe 2 von Blatt 8).

Allgemeine Vorbemerkungen.

Lagrangefunktion:
L(g,q,t), q={q}, i=1...f1.

Verallgemeinerte Impulse:

_ 0L(¢,4,1)

i - = ¢ = qx(q,p,t).
P 90, dr = dx(q, p, t)

Hamiltonfunktion:

H(q,p,t) = 6i(q,p,t) pi — L(q, d(q, p, 1), 1).

Wenn die Lagrangefunktion eine quadratische Form

L= 5 Z [(q)]y, Gidr — Ulq)

mit my, = my; hat, ergibt sich die Hamiltonfunktion als

H = %; [ ()], P+ U(0).

Kanonische Bewegungsgleichungen:

. _OH(gpt) . 0H(qp,1)

Op; P dg;

Lo6sung:



(a) Gleitender Massenpunkt auf einer Kugel (Aufgabe 3 von Blatt 2).
Verallgemeinerte Koordinaten (s. Abbildung):

Aundr, r=R = r=0.

Kinetische und potentielle Energie:

="t _ @R292, U=mgRcos?.
2 2 &
Lagrangefunktion:

L=T-U= %R292 — mgRcos@.
Kanonischer Impuls:

oL : : Do V3
=~ =mR¥ = 6= = T=_—1_.
Pe o0 mn mR? 2mR?

Hamiltonfunktion:

- I P
H(p,q,t) = Opg— L= oy <2mR2 —ngcos@)

s
2mR?

+mgRcosf =T + U.

Kanonische Bewegungsgleichungen:

O _ 1o o = o _ —mgRsin .

f = — — 29 T
Ope  mR?%’ Pe 00

(b) Das ebene Doppelpendel (Aufgabe 1 von Blatt 8).
Verallgemeinerte Koordinaten (s. Abbildung): ¢; und ¢s.

Lagrangefunktion:
- mi+m :
L(¢1, 62,01, 62) = — 116} .
+ 72 l§¢§+2lllgcos(¢1—¢2)¢1¢2]

+  (mq 4+ ma)gly cos ¢ + magls cos ¢o.

Verallgemeinerte Impulse:

P = 8_L = (my + mz)l%l + malyly cos(¢pr — ¢2)¢27
O, m;
P2 = % = Mol + malily cos(dy — ¢o)dy = ]2 0,
O P - D2 B
S TN TR VTN TN
o (mq + ma)ps B D1 B mj
% = M (G o)B M, gl O T )
mit

M (g1, ¢2) = my +my Sin2(¢1 — ¢2).



Hamiltonfunktion:

2 2
H(¢1a ¢27p17p2) ! |:p1 M B LDz (¢1 - ¢2):|

— | —= —2—"=cos
2M (1, ¢2) | 12 Mo 13 li
—  (m1 +ma)gly cos g1 — magls cos ¢s.

Kanonische Bewegungsgleichungen:

" Opr Lifmy + masin®(¢y — ¢o)] {gl I cos(dr — ) |,
o
T T,
mo Sin(2¢1 — 2¢2) p% my + Mo p% D1 D2
— 1 i AT 2__ _
2[my + masin®(¢y — ¢9)]2 | 12 ma B 0 b cos(¢p1 — ¢2)
p1p2sin(¢1 — @) .
- — (m1 +my)gl ,
lllQ[ml + my Sin2(¢1 . ¢2>] (ml m2)g 1Sll’l(]§1
L = o 1 mi+mep2  P1 B }
% = O ol + masin (61— 62) { e L1 sl =)
Lo
P2 = D65
my sin(2¢1 — 2¢») Pt omi+ma pi o _pipe
e — r1 e R 2__ B
2+ masinZ o — o LB T ma B 2iy gy (01— @)

Pip2 sin(¢1 — ¢2)
lila[my 4 mysin®(¢y — )]
(c) Das Pendel mit bewegtem Aufhingepunkt (Aufgabe 2 von Blatt 8).

Verallgemeinerte Koordinaten (s. Abbildung): x und ¢.
Lagrangefunktion:

— Magls sin ¢o.

L(z,p,&,¢) = = [(M+m)i* 4+ ml*$” + 2mlip cos ¢

N — DN —

mgl(1 — cos ).

freie Bewegung

Verallgemeinerte Impulse:

L
Pz = Z_x = (M + m)i 4+ mlp cos ¢,

oL
Dy = a—gb:legb—i—mljccosgo =

i — Ps PpCOSY
ule)  plp)
5 o= (M +m)p, pscosy
my(e)l? 1)
mit
w(p) = M + msin? .
Hamiltonfunktion:
1 P P2 M +m
H= 2 —2p,—F . 11— :
2(M + msin® ) Pa ™ 2Py cose 12 +mgl(l = cosp)



Kanonische Bewegungsgleichungen:

, oH 1 [ Do }
T = = » — —= COS
Op. M + msin® ¢ b [ 14
. 0H
Pz = —5- = 0,
. OH 1 P M +m
= = — — pgcosp|,
7 O, (M +msin*@)l | I m Pa OS2
: 0H
Pp = —F5—
¥ 630
msin(2¢) p@ M+m
= _op, P
(M + msin® ¢)? [p"’“" Do COSPH
— PaDe sin ¢ — mgl sin .
I(M + msin? p)

2. Poissonklammern

(a) Berechnen Sie die Poissonklammern {p, f(7)} und {7, f

skalare Funktion f.
Losung:
Kartesische Koordinaten:

(24+4+2=8 Punkte)

(p)} fiir eine analytische

_ opof(r)  opaf(r) op Of (7 L Of(7)
{pv f(’r_f)} ; (arl 8—]71 8pl 87“2 ) Z apZ arZ - ; €; 87”1‘
_ 00 e
— _W - Vrf(r)
. B oF df (p) O 0 (p) or of(p)
{7"7 f (ﬁ)} = ; 8_7"1 op; apz or; ) Z or; Op; ; 8}%
0 -
= gg? = fo(ﬁ).

(b) Berechnen Sie die Poissonklammern { f;, Ly} (in kartesischen Koordinaten) fir f; =

xiufi

= p; und f; = L;, wobei L; die i-te Komponente des Drehimpulses bezeichnet.

Zeigen Sie, dass sich alle Ergebnisse in der Form {f;, Ly} = >, €1 f; mit dem Levi-
Civita-Tensor €;;; zusammenfassen lassen.

Losung:
Wir benutzen

Li =) €umTiPm

Im
und
Of 9(gh)  0f d(gh)
of dg af 8h of Og af oh
— Z h+ — 2 h— g
- ox; Op; ox; Opl api or; Op; Or;

{f:9th+{f h}g

=



{f.Ly = D ewm{frmpm} =D ewm ({frw}pm + {f,pm} 1)

Im Im
of f )
- €kim \| — 52— Pm +—
%; Kl ( api p oz l
fi =T;
GZEZ 8!131
{Ii,Lk} = Zﬁklm ( 9 Pm + (‘37 xz) = Zekzm5im xy = ZEkzz‘ x;
Im m Im l
= ZQM xy.
l
fi = pi:
Op; Op;
{pi) Lk} = %; €kim (_a_pl Pm + 8Im xl) - - %: Eklméil Pm = — ;ekim Pm
= Z €ikl Pi
l
Ji= L

Wir benutzen Zj €jki€imn = OkmOin — OknOim (s. Aufgabe 2 von Blatt 0):

oL; oL;
{L;, Ly} = Z€k1m <_8_pl Dm + oz SEz)

Im
Opn, 0z
= %:Eklm (— %:Eijn Z; %;)l Pm + %: Eijn% Pn xl)
= Z €klm (— Z €ijlTjPm + Z eimnpnxl)
lm 7 n

= - E ZiPm E €lmk€lij + E PnZ E Emkl€mni
jm l nl m

- Z 2 Pm Qim0 — OikGjm) + anxl(5kn5il — 0ik0in)
jm

nl

= —api+ Ok D Tpj PRt — Ok Y TPy = TP — Tkpi
J

l
= Z TP (0itOkm — Okibim) = Z L1Pm Z €jik€jlm
Im lm 7
= Z €ikj Z EjlmTIDm = Z €ikjLj.
7 lm

J
(c) Zeigen Sie, dass die folgenden Poissonklammern alle identisch Null sind:

{Liur2}7 {Li7p2}7 {L”Mﬁf}u {L17L2}



Losung:

or? or?
{Li,r’} = ) eim (3_]91 Pm — 35— 901)

op? op?
{Lz>p } E €ilm (apl Pm &cm X

1) = S (250 g - 200 )

Im apl aajm
= Z €ilm (xlpm - pmxl) = 0.
Ilm

-

(L, L*} = > {Li, L7} =2 {Li L}l = -2 eipliLy = —26(L x L] = 0.
k k ik

3. Erhaltungsgrofien (2+2=4 Punkte)

Nehmen Sie an, dass ein System die folgenden Erhaltungsgrofien besitzt:
(a) p, und L.;

(b) L, und L,.

Finden Sie weitere Erhaltungsgrofien fiir jeden dieser beiden Félle.
Losung:

Poisson-Satz: Falls F' und G Erhaltungsgréfien sind (d.h. {F,H} =0 und {G,H} =0
mit der Hamiltonfunktion H), dann ist auch {F, G} eine Erhaltungsgrofe.

(a): F=p, und G =L, = p, — Erhaltungsgrofle.
Aufgabe 2(b):

{px7 Lz} = Z €zz2lPl = —Py-
1

(b): F =L, und G=L, = L, - Erhaltungsgrofie:
Aufgabe 2(b):

{Lo L.} =) €wali = ~L,
l

Da L., L, und L, alle Erhaltungsgrofien sind, ist L? auch eine Erhaltungsgrofe.



4. Bonusaufgabe zum Vorrechnen im Tutorium am 12. Juli

Betrachten Sie die Hamiltonfunktion eines Punktteilchens im eindimensionalen quadra-
tischen Potential U(z) = mw?z?/2. Fiihren Sie die Koordinaten

_ mwz +ip

2mw 2mw

mwx — ip

*

ein und driicken Sie die Hamiltonfunktion durch diese Koordinaten aus.
Zeigen Sie, dass fiir die Poissonklammer von a und a* gilt

{a,a*} = —i.
Geben Sie die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen fiir a(¢) und a*(¢) an.
Losung:
Poissonklammer (wir benutzen {z,2} = {p,p} = 0 und {z,p} =1):

mwx +1p mwx — ip

tea7} = {1¢m’ )

= 5 (mw{x, —ip} + mwlip,z}) = —i{z,p} = —i.

Die Hamiltonfunktion ist
P? w22

H=—
2m+ 2

Auflésen der angegebenen Beziehungens nach z und p

a+a* a—a*
T = ,  p=V2mw

2mw 21
ergibt die Hamiltonfunktion zu
1 o ax\2 2 *)2
H= 5 2mw<a 4@ ) + m;u (a2—7|—nz) = %[(a +a*)* — (a — a*)?] = wa*a.

Die Bewegungsgleichungen findet man mittels der Beziehung
a(t) = {a(t), H}.
Wir benutzen {f, gh} = {f,gbh + {f,h}g, {a,a"} = —i, {a",a} = i und

(0.0} {mwx—l—ip mwx + ip
a,a} = ,
V2mw V2mw

1
b= o (g} + mslip, ) =0,
{a*,a*} = 0.
Die Bewegungsgleichungen sind dann durch
a(t) = {a(t),H} = w{a,a*a} = w({a,a}a” + {a,a*}a) = —iwa(t),
a*(t) = wi{a", a*a} =w{a*, a}a*(t) =iwa*(t)
gegeben.
Die Losung ist

a(t) = age™™".



