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Aufgabe 25: Panorama

In dieser Aufgabe geht es um allgemeines Physik-Versténdnis, es sind nur wenige Rechenschrit-
te notig. L bezeichnet eine Lagrangefunktion mit geschwindigkeitsunabhéngigem Potential, z;,
7 =1,2,3 sind kartesische Koordinaten.

(a) Die Lagrangefunktion eines Systems aus N Massenpunkten mit Massen my und Ortsvek-
(k) (k) (k))T

toren 7*(F) = (277,25, x5 sei invariant unter der infinitesimalen Transformation
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(i) Berechnen Sie die zugehorige Erhaltungsgrofe.
(ii)Welche physikalische Bedeutung hat sie?

(5 Punkte)

(b) Betrachten Sie L = % (7’"2 + T%bz) — V(r) und geben Sie die Euler-Lagrangeschen Bewe-

gungsgleichungen fiir die verallgemeinerten Koordinaten r und ¢ (ebene Polarkoordinaten)

an.
(5 Punkte)
(c) (i) Welche Koordinate(n) in Teilaufgabe (b) ist/sind zyklisch?
(ii) Welche Erhaltungsgrofie(n) gehort/gehoren dazu?
(5 Punkte)

(d) Ein kréftefreier starrer Korper (z.B. ein Satellit) mit Trigkeitstensor

611 O 0
=1 0 0Oy 02
0 Oa3 02

rotiere mit Winkelgeschwindigkeit & und Drehimpuls L= (0,0, L3)T.

(i) Driicken Sie & durch Lz und 6, aus.

(ii) Bestimmen Sie die Haupttrégheitsmomente.

(iii) Ist fiir #17 = 022 und O3 # 0 die Drehung um die x-Achse stabil? Begriinden Sie Thre
Antwort.

(5 Punkte)



Aufgabe 26: Galilei-Transformation

Betrachten Sie ein System aus N Massenpunkten mit Lagrangefunktion

N

A mg -, - -

L(, ) = Y 7krk2 = > V(T = 7). (1)
k=1 j#l

(a) Berechnen Sie, wie sich L unter einer infinitesimalen Transformation

T — T = 7 + ewt fir k=1,...N, t—=t =t

d .
transformiert, wobei w0 ein beliebiger Einheitsvektor ist. Driicken Sie d—L(Fk+ew’t, T+ ew)| _,
€

durch die Gesamtmasse M = Z,ivzl my, und die Schwerpunktskoordinate 7s = ﬁ Eivzl MET
aus.

(8 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die drei erhaltenen Noether-Ladungen zur Transformation in Gl. (1) fiir die
Fille @ = €, k = 1,2, 3, und fassen Sie sie zu einer vektoriellen Erhaltungsgréfie zusammen.
Driicken Sie das Ergebnis durch M, ¥s und den Gesamtimpuls P der N Teilchen aus.

(10 Punkte)

(c) Verwenden Sie das Ergebnis aus Teilaufgabe b), um die Schwerpunktsbewegung 7s(t) zu
berechnen. Eliminieren Sie die Noether-Ladung zugunsten von 75(0).

(2 Punkte)
Aufgabe 27: Schliimpfe auf der Flucht
Vor Gargamel fliichtende Schliimpfe durchqueren eine sumpfige Y
(z,y)-Ebene, um einen parallel zur y-Achse verlaufenden geraden (x2,Y2)

Waldweg zu erreichen. Die Geschwindigkeit v = v(x), mit der sie
laufen kénnen, hiangt von x, aber nicht von y ab. Die Schliimpfe Waldweg
befinden sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei (z1,0) und mochten in
moglichst kurzer Zeit T ihr Fluchtfahrzeug bei (z9,y2) erreichen. >
Dabei ist 9 > 21 > 0 und yo > 0. (21,0) ‘ ‘ Z

(a) Formulieren Sie das Variationsproblem um den Weg y(x), der die Zeit 7' minimiert, zu finden.

Benutzen Sie dazu dt = U‘g;) mit dem Wegelement ds = 1/(dz)? + (dy)? und bestimmen Sie

die Funktion F(y'(x),y(z),z) in

- [ “de F(y (2), y(), 2) (2)

(5 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass im vorliegenden Fall die Lésung des Variationsproblems durch
oF
oy ¢ )

mit einer Integrationskonstanten ¢ gegeben ist. Losen Sie Gl. (3) nach ¢/(z) auf, um y/(z)
durch v(z) und ¢ auszudriicken. Betrachten Sie nur Losungen mit y'(z) > 0.

(5 Punkte)



(c) Betrachten Sie ab jetzt den Spezialfall v(z) = Y mit @ > 0. Driicken Sie die Zeit T in
a

Gl. (2) durch x1, x5 und a/c aus und stellen Sie sicher, dass die Argumente der Logarithmen
dimensionslos sind.

1
Hinweis: /dz =Inz—In(14+ 1 —c222
2V 1 — 222 ( )

(5 Punkte)

(d) Bestimmen Sie y(x). Eliminieren Sie die Integrationskonstante, die Sie in diesem Schritt
finden, mit Hilfe der Anfangsbedingung y(x1) = 0. Driicken Sie danach ¢ durch a, z1, xo
und gy aus.

Hinweis: Man spart etwas Rechenarbeit, wenn man zunéichst ¢ zugunsten von w =

a\ 2
\/ <7) — x% eliminiert und w durch z;, x2 und yo ausdriickt.
c

Aufgabe 28: Kippender Schornstein

(5 Punkte)

FEin alter Schornstein der Lange 2] wird gesprengt und kippt um. Die Drehachse ist der Fulpunkt
des Schornsteins. Wir wéhlen die Koordinaten des Schwerpunkts als z = [ sin ¢ und z = [ cos ¢
und vernachlissigen die Querschnittsfliche A des Schornsteins. Dabei diirfen wir die Dichte p
des Schornsteins als konstant annehmen.
(a) Berechnen Sie das Triigheitsmoment

21
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fiir die Drehung um den FuBpunkt, ausgedriickt durch die Masse m des Schornsteins. Be-

0 .
stimmen Sie die kinetische Energie T' = 5@52.

(2 Punkte)

(b) Berechnen Sie das Trigheitsmoment fiir die Drehung um den Schwerpunkt. Welcher zusétz-
liche Term fiir die kinetische Energie kommt nun hinzu? Verifizieren Sie, dass Sie dasselbe
Ergebnis erhalten wie in Teilaufgabe (a).

(3 Punkte)

(c) Geben Sie die Lagrangefunktion fiir die Bewegung des Schwerpunkts im Schwerefeld mit
F = —mgé, an und stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir ¢ auf.

(2 Punkte)

(d) Fiihren Sie die erste Integration aus, um d) zu eliminieren und qﬁ durch ¢ auszudriicken.
Eliminieren Sie die Integrationskonstante aus der Anfangsbedingung, dass der Schornstein
zum Zeitpunkt ¢ = 0 die (kleine) Neigung ¢ hat. Betrachten Sie nur Lésungen mit ¢ > 0.

(4 Punkte)
(e) Bestimmen Sie die z-Komponente der Zwangskraft (als Funktion von ¢), die auf den Schwer-
punkt wirkt, fiir den Fall ¢g = 0.

(4 Punkte)



. o . . o _ 3g(1—cos¢
(f) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir ¢(¢) mit (¢(0))? = %w

Hinweise: (i) Eine niitzliche Abkiirzung ist die Zeitkonstante 7= 4/21/(3g).

) /
(ii) /d)o\/#osdz Q(Intanqb—lntan%)

(5 Punkte)
Aufgabe 29: Perle auf rotierendem Draht

Eine Perle der Masse m gleitet reibungsfrei und unter

dem Einfluss der Schwerkraft auf einem ringférmigen &
Draht mit dem Radius R, welcher seinerseits mit kon-

stanter Winkelgeschwindigkeit & parallel zu § um seinen

Durchmesser rotiert.

(a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion und die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir ¢ = 0

und pg = % auf.

(5 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die kritische Winkelgeschwindigkeit 2, unterhalb derer der tiefste Punkt des
Drahtes eine stabile Gleichgewichtslage der Perle ist.

2
Hinweis: Schreiben Sie die Hamiltonfunktion als H = 32%; + Ueq(6) und untersuchen Sie
das Verhalten von Ueg(6).

(5 Punkte)

(c) Bestimmen Sie die stabile Gleichgewichtslage fiir w > Q.
(Damit ist die Losung 6 = 6y = const. gemeint.)

(5 Punkte)

(d) Entwickeln Sie (fiir w > Q) Ueg() um 6 = 6y bis zur Ordnung (0 — 6p)?, so dass Sie
das Potential eines harmonischen Oszillators finden. Geben Sie die Kreisfrequenz kleiner
Schwingungen der Perle um die Gleichgewichtslage an.

(5 Punkte)



