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Aufgabe 1: Teilchen im Gravitationsfeld 5 Punkte

Ein Teilchen der Masse m fallt vertikal im konstanten Gravitationsfeld der Erde.
Wir beschreiben den Pfad des Teilchens mit dem Ansatz z(t) = ¢y + c1t + cot?,
wobei ¢y, ¢; und ¢y drei unbekannte Konstanten sind.

(a) Geben Sie die Lagrangefunktion L an, die das System beschreibt.

(b) Bestimmen Sie die Konstanten ¢y und ¢; aus den Randbedingungen z(0) = h
und z(7") = 0.

(¢) Berechnen Sie die Wirkung

T

S = /dtL(z(t),z(t)) , (1

0

~—

als Funktion von m, g, h, T und c,.

(d) Benutzen Sie das Prinzip der kleinsten Wirkung und zeigen Sie, dass ¢ =
—g/2. Stimmt das Resultat mit dem iiberein, was Sie erwartet haben?

Aufgabe 2: Die Lagrangefunktion mit geschwindigkeitsabhingigem Po-

tential

Betrachten Sie eine Lagrangefunktion L, welche die Bewegung eines Teilchens der
Masse m in einem geschwindigkeitsabhédngigen Potential U beschreibt

L=1mi* —U(F7t) . (1)

Das Potential schreiben wir als
UG, 75t) = eo(F 1) — SAF 1) -7 2)
c
wobei e und ¢ zwei Konstanten sind, ¢(7,t) ist ein elektrisches Potential und /Y(f’, t)
ist ein Vektorpotential.

(a) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange Gleichungen.

(b) Verwenden Sie die folgende Formel, die wir in Ubungsblatt 0 diskutiert
haben,

V(@ §) =@ V)G+ G V)F+7x (Vx@)+Tx (Vxg), (3)
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um den Term 2 (A-7) = V(A7) in den Euler-Lagrange Gleichungen

umzuschreiben.

Zeigen Sie, dass man die Euler-Lagrange Gleichungen in folgende Form
umschreiben kann

mﬁ:____ev¢+—?x(ﬁ>< ) . (4)

In Maxwell’s Theorie des Elektromagnetismus driickt man elektrische und
rgagnetische Felder durch das elektrische Potential ¢ und das Vektorpotential
A aus. Es gilt

, 104 - Lo
F=——-— B = A .
e Vo, V x (5)

Benutzen Sie diese Formeln um die rechte Seite der Gl. (4) durch E und B
auszudriicken. Konnen Sie die Kraft identifizieren, die auf der rechten Seite
der Gl. (4) auftaucht?

Aufgabe 3: Schiefe Ebene 10 Punkte

Eine Schachtel der Masse m sei auf einem Gefille =z

der Masse M platziert. Das Gefille hat einen
Steigungswinkel € und befindet sich auf einer
horizontalen Ebene, auf der es sich ohne Reibung
frei bewegen kann. Die Schachtel féingt aus der
Ruhe an, entlang der schiefen Seite nach unten
zu rutschen. Wir wollen bestimmen, wie viel

Zeit die Schachtel braucht, um die horizontale Ebene zu erreichen.

(a)

(b)

()
()

()
(f)

Konstruieren Sie die Lagrangefunktion die dieses mechanische System be-
schreibt. Benutzen Sie Kartesische Koordinaten (z s, yas) und (Zm, Y ), um
die Positionen der Schachtel und des Gefilles auszudriicken.

Diese Kartesische Koordinaten sind nicht unabhéngig. Argumentieren Sie,
dass man y,; Null setzen kann. Nehmen Sie als verallgemeinerte Koor-
dinate die Distanz d zwischen der Schachtel und der horizontalen Ebene
entlang des Gefilles (siehe Abbildung). Eliminieren Sie z,, und y,, in der
Lagrangefunktion.

Bestimmen Sie zwei Euler-Lagrange Gleichungen.

Verwenden Sie diese Gleichungen um die Beschleunigungen #,; und d zu
finden.

Was erwarten Sie fiir 45, und d in den zwei Grenzfillen § — 0 und  — 7/2?
Stimmt Thre Erwartung mit dem Ergebnis in (d) tiberein?

Was passiert mit d, falls m < M (fiir 6 ~ 30°)?
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(g) Die Schachtel sei um Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe auf dem hochsten Punkt
(Hohe h) des Gefilles platziert. Wie viel Zeit braucht die Schachtel um die
horizontale Ebene zu erreichen?

Aufgabe 4: Differenzialgleichungen in verschiedenen Koordinaten/5 Punkte

Eine Lagrangefunktion L(g, ¢,t) beschreibt ein mechanisches System. Es ist aber
moglich, das gleiche System mit anderen Koordinaten ¢’ = ¢’(g,t) zu beschreiben.
In diesem Fall hat die Lagrangefunktion eine andere Form, L — L'(¢, ¢, ).

(a) Beginnen Sie mit der Euler-Lagrange Gleichung fiir ¢ und L und zeigen Sie,
dass die Euler-Lagrange Gleichung fiir ¢’ und L’ die “kanonische” Form hat,

d.h.
doL oL
—— = . (1)
dt oq aq’

Hinweis: Die folgenden Identitéten sind niitzlich, %—‘Z = %%—‘g und %—‘g = %—‘g.

(b) Betrachten Sie ein mechanisches System, das von N Koordinaten abhéngt,

welche unter ¢, = q¢i(q1,q2,...,qn,t) fiir i = 1,2,..., N transformieren.
Konnen Sie den Beweis aus Teilaufgabe (a) dementsprechend verallgemei-
nern?
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