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Aufgabe 1.

Wir betrachten eine Masse M an einem Faden- z
pendel mit Linge R und Authdngung im Ko-

ordinatenursprung, das frei in alle Richtungen

schwingen kann, also nicht auf eine Ebene fi- /
xiert ist. Es wirke die Schwerkraft F“g in die X

vertikale Richtung.

(a) Wibhlen Sie geeignete verallgemeinerte Koordinaten und schreiben Sie die Lagrange-Funktion

auf. Welche der verallgemeinerten Koordinaten ist zyklisch? (2 P.)

(b) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen und die Erhaltungsgrofle zur zyklischen
Variable. (1P)

(c) Stellen Sie einen Zusammenhang der gefundenen Erhaltungsgroe mit der z-Komponente
des Drehimpulses J = M7 x 7 her. Verwenden Sie das Ergebnis zur Vereinfachung der
Euler-Lagrange-Gleichung fiir den Ausschlagwinkel. (2 P.)

(d) Bringen Sie die Bewegungsgleichung fiir den Ausschlagwinkel durch Multiplikation mit
der Geschwindigkeit 1 in die Form
d

T [g(8,D)] =0.

Identifizieren sie die gefundene Funktion g(%,9) mit der Gesamtenergie des Systems. (1 P.)

(e) Bestimmen Sie in der Gesamtenergie des Systems den Beitrag eines effektiven Potenti-
als Uef(9), also von Geschwindigkeiten unabhingige Terme. Uber die Definition U (%) =
Uetr(0)/(MgR) konnen Sie ein dimensionsloses effektives Potential finden (Dimensions-
losigkeit iiberpriifen!). Nennen Sie den darin auftretenden dimensionslosen Faktor o und
skizzieren Sie U (®) fiir o = 1. Was schlieBen Sie aus der Form des Potentials fiir die Be-
wegung des Pendels? (2 P.)

8P.
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Aufgabe 2. OP.

Wir mochten mittels Variationsrechnung die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten P,
und P, auf einer Kugeloberfldche mit Kugelradius R betrachten. Verwenden Sie die Kugelkoor-
dinaten von Ubungsblatt 2.

(a) Bestimmen Sie das Lingenelement ds und die GroBe ds/d6 aus ds® = ¥, dxl-2 in Kugelkoor-
dinaten fiir einen festen Radius. (2 P.)

(b) Bestimmen Sie damit das Funktional

Py 0,
o) = [ as= [ a6 £(6.0'.8),
P[l e(l

wobei ¢ = ¢(0) und ¢ = d¢/d6 sein soll. (1P.)

(c) Zeigen Sie, dass ¢ eine zyklische Variable ist und bestimmen Sie die zugehorige Erhaltungs-
groBe A. Schreiben Sie das Ergebnis als eine Differentialgleichung der Form ¢’ = g(A, ).
Welche Verbindungslinie ergibt sich daraus fiir A = 0 und wie wiirden die zugehdrigen
Punkte P, und P, liegen? (2P.)

(d) Nun sollen Sie fiir allgemeines A zeigen, dass der Kurvenverlauf in einer Ebene liegt.
(1) Erklédren Sie ohne Rechnung durch welche drei charakteristischen Punkte diese Ebene

verlaufen wird. (1 P.)

(ii) Die Ebene lésst sich durch die Bedingung 7i - 7(0) = O charakterisieren. Dabei ist /i ein
Normalenvektor der sich durch

mit dem Tangentenvektor 7 = I%dfj(ee ) bestimmen ldsst. Normieren Sie diesen Vektor

und zeigen Sie damit, dass 7 konstant ist, also nicht von 6 abhéngt. (3 P.)

Hinweis: Im normierten Tangentenvektor 7 sollte die Konstante A als globaler Faktor
auftauchen. In g—g sollten Sie dann auf Terme der Form ¢” sin® stoBen. Diese kénnen

Sie eliminieren, indem Sie % bilden und bedenken, das A eine Erhaltungsgrofe ist.

Aufgabe 3. 3P
Wir betrachten die Drehmatrix ‘
A _ (coso —sina
(sin o cosal ) '
a) Fiir welche Drehwinkel o hat A reelle Eigenwerte? Wie konnen Sie das anschaulich in-
terpretieren? (2 P.)

b) Bestimmen Sie die (komplexen) Eigenvektoren zu A. (1 P.)



