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Aufgabe 1: Dreiatomiges Molekiil 10 Punkte

In dieser Aufgabe modellieren wir ein geradliniges

dreiatomiges Molekiil mit einem zentralen Atom ‘QQQSLQ.QQQQ_Q‘

der Masse M und zwei identischen Atomen der

Masse m an den Endpunkten. Ein Beispiel eines

solchen Molekiils ist COy. Wir modellieren die atomaren Kréifte zwischen dem
zentralen Atom und den Seitenatomen als Federn mit Federkonstante k, welche
in Ruhelage eine Linge ¢ haben. Wir betrachten nur die Bewegung entlang
der Symmetrieachse des Molekiils, was das Problem eindimensional macht. Wir
bezeichnen die Position des zentralen Atoms als ¢ und die Position der Seitenatome
als ¢; und gs.

(a)

(b)

Das Potential einer Feder ist durch U = 552 gegeben, wobei £ die Aus-
lenkung aus der Ruhelage bezeichnet. Wie lautet die Lagrangefunktion in
Abhéngigkeit der Koordinaten ¢ = (¢1,¢2,q3)?

Wir fithren neue Koordinaten 5 = ¢ — qp relativ zur Ruhelage ein, wobei
do = (—¢,0,0). Zeigen Sie, dass die Lagrangefunktion die Form

1 .. 1
L= Z (§mij€i§j - 5%&&) (1.1)
]

hat, und bestimmen Sie damit die 3 x 3 Matrizen m und k. Vergewissern
Sie sich, dass m und k symmetrisch sind.

Losen Sie die zu Gleichung (1.1)) gehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen
mit einem Kosinus als Ansatz, = d, cos(wst + ¢). Zeigen Sie, dass die
Amplituden @ die Gleichung

(—wlin+k)d, =0 (1.2)
erfiillen.

Ein solches Gleichungssystem erlaubt nur von Null verschiedene Losungen
fiir ds, wenn det(—w?m + k) = 0. Warum ist das so?

Berechnen Sie det(—w?rn + k). Leiten Sie aus der Bedingung in (d) her,

dass die Eigenfrequenzen gleich
k k 2m
W1 ) Wo m ’ Wy m + M ( )

sind.
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(f) Bestimmen Sie die zu den drei obigen w? gehorigen Eigenamplituden a®,
mit s = 1,2, 3. Orthonormieren Sie die Eigenvektoren mit

s')

al™ my; el = 67% (1.4)

i J

(g) Was ist die geometrische Beschreibung der Schwingung jedes Eigenvektors
g(5)?
a\®

(h) Die Eigenvektoren @ erfiillen auch die Bedingung agsl) ki; aés) = w26*'s.

Wie in der Vorlesung gezeigt, lassen sich die Auslenkungen aus der Ruhelage
als

£ty => r(t)a, (1.5)

mit den Normalkoordinaten r, schreiben. Die Lagrangefunktion lédsst sich
dann als eine Summe von drei Lagrangefunktionen schreiben,

3

L= > [ — Wil (1.6)

s=1
sodass die Normalkoordinaten unabhéngig voneinander sind. Die Bewe-
gungsgleichungen fiir die einzelnen r, haben die bekannte Form:

ity + wiry = 0 = 145(t) = Cs cos(wst + @5) , (1.7)

beziehungsweise 74(t) = Cs + Dt falls wy, = 0. Es seien nun fiir die drei
Atome die folgenden Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0 vorgegeben:

qit=0)= -2z | t=0)=0. (1.8)

Bestimmen Sie daraus die Konstanten Cy und ¢4 (bzw. Cs und Dy), welche
die Bewegung des Molekiils charakterisieren.

Aufgabe 2: Gekoppelte Pendel 10 Punkte

Zwei Pendel der Langen [; and [y seien iiber eine Feder mit Federkonstante k
miteinander verbunden. Der Abstand der beiden Pendel sei wesentlich groflier als
der Abstand [ zwischen dem Befestigungspunkt der Feder an den Pendeln und dem
Aufhéngungspunkt der Pendel, so dass die Feder immer nahezu waagerecht ist. An
den Pendeln sind am Ende die Massen m; bzw. msy befestigt.
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(a) Stellen Sie die Lagrangefunktion des Systems auf und leiten Sie daraus die
Bewegungsgleichungen fiir die Auslenkungswinkel ¢; und ¢ der Pendel her.

(b) Néhern Sie die Lagrangefunktion und Bewegungsgleichungen fiir den Fall
kleiner Auslenkungen. Im folgenden betrachten wir immer diese Ndherung.

(c) Losen Sie die Bewegungsgleichungen fiir den Spezialfall m; = mo und Iy = Iy
und die Anfangsbedingungen

901(0) = @0, 902(0) =0, (2-1)
¢1(0) =0, $2(0) = 0.

Zeigen Sie, dass die Losungen in die Form

1(t) = Acos(Qt) cos(wt) , o(t) = Asin(Qt) sin(wt) (2.3)

gebracht werden konnen.

(d) Beschreiben Sie qualitativ, wie sich die beiden Pendel gemé&f dieser Losungen
verhalten. Was sind die Rollen von 2 und w? Skizzieren Sie das Verhalten

von 1 (t) und @o(t).
(e) Losen Sie die Bewegungsgleichungen fiir den Fall m; # my und [; = I mit
den gleichen Anfangsbedingungen wie zuvor.

(f) Plotten Sie das Verhalten von ¢ (t) und ¢5(t). Dazu kénnen Sie ein Com-
puteralgebrasystem Ihrer Wahl benutzen. Eine kostenlose Moglichkeit im
Internet, Graphen zu plotten finden Sie zum Beispiel auf https://wuw.
geogebra.org/. Beschreiben Sie wieder qualitativ das Verhalten der beiden
Pendel.
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