KIT

Karlsruher Institut fiir Technologie SOSe 2021

Klassische Theoretische Physik II
Vorlesung: Prof. Dr. K. Melnikov — Ubung: Dr. A. Behring

Ubungsblatt 12
Ausgabe: 09.07. — Abgabe: 16.07. @ 10:00 Uhr — Besprechung: 19./20.07.

Aufgabe 1: Anharmonischer Oszillator

In der Vorlesung wurde gezeigt, wie sich die Beziehung zwischen den alten und den
neuen Koordinaten und Impulse unter einer kanonischen Transformation {p, ¢} —
{P,Q}, kompakt durch die erzeugende Funktion F'(q, @, t) beschreiben ldsst, wobei
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Die Abhéngigkeit der erzeugenden Funktion von ¢ und @) als unabhéngige Varia-
blen ist dabei aber nicht die einzige mogliche Wahl. Maoglich sind ebenfalls die
erzeugenden Funktionen Fy(q, P,t), F3(p,Q,t) und Fy(p, P,t). In dieser Aufgabe

betrachten wir einen anharmonischen Oszillator, der durch die Hamiltonfunktion
p? L5,
H(p,q) = 5 —(1+ebq) + 5mw’q (1 + eaq) (1.2)

beschrieben wird, wobei € eine kleine dimensionslose Konstante ist. Wir untersuchen
nun die kanonische Transformation, die durch die erzeugende Funktion Fy(q, P, t)
beschrieben wird.

(a) Fiir die erzeugende Funktion F(gq,Q,t) impliziert das Verschwinden der
Variation der Wirkung die folgende Bedingung;:

dF(q,Q,t) =pdg— PdQ + (K — H)dt, (1.3)

wobei K (P, Q) die Hamiltonfunktion fiir die neuen Koordinaten ist. Addieren
Sie das Differential d(PQ) zu beiden Seiten der obigen Gleichung und
schreiben Sie die rechte Seite als ein Differential einer Funktion der Variablen
¢, P und t um. Identifizieren Sie die linke Seite mit dF5(g, P,t) und leiten
Sie daraus die Beziehungen

812 812 812
il —= =0 — =K-—-H A4
ag D ap ¢ ot (14)

her.
(b) Welche Transformation wird durch Fi(q, P,t) = ¢P generiert?
(c¢) Betrachten wir nun die erzeugende Funktion
Fy(q, P,t) = qP + caq®P + ebP?. (1.5)
Bestimmen Sie die Werte von a und b, so dass K (@, P), bis einschliefflich

der Ordnung e, die Hamiltonfunktion eines harmonischen Oszillators ist.
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Driicken Sie ¢(t) durch die bekannten sinusférmigen Losungen des harmoni-
schen Oszillators aus.

Aufgabe 2: Flidchen im Phasenraum

Betrachten wir den harmonischen Ostzillator, der durch die Hamiltonfunktion

(a)

2
p Loy
H=—+- 2.1
5 T amaw (2.1)
beschrieben wird.
Uberpriifen Sie, dass
E .
q= sin(wt + 6p) , p = V2Em cos(wt + 6y), (2.2)

mw?

die Hamiltongleichungen 16sen.

Skizzieren Sie den Pfad einer Schwingung im (¢, p) Phasenraum, und geben
Sie dabei die Abhéngigkeit von F und t an.

Seien m und w prézise bekannt. Die Energie liege innerhalb des Intervalls
zwischen Ey und Ey + dE. Die Zeit liege ebenfalls zwischen ty und ¢y + dt.
Betrachten Sie die Abbildung {p,q} — {F,t} und bestimmen Sie den
Flacheninhalt der Oberflache im (g, p)-Phasenraum, in dem sich das Teilchen
befinden kann, in Abhéngigkeit von dF und dt.

Hinweis: Betrachten Sie die Anderung einer infinitesimalen Oberfliche unter
Variablensubstitution.

Fiihren wir nun eine kanonische Transformation, zu den neuen Variablen @)
und P aus, die durch die erzeugende Funktion

F =25 cot(Q). (2:3)
definiert ist. (Hierbei ist cot der Kotangens cot(z) = cos(z)/ sin(z).)
Finden Sie Ausdriicke fiir ¢ und p in Abhéngigkeit von ) und P.
Finden Sie Ausdriicke fiir () und P.

Skizzieren Sie den Pfad einer Schwingung im (@, P) Phasenraum, und
berechnen Sie den Fldcheninhalt der Oberflache auf der sich das Teilchen
befinden kann, falls es die vorher besprochene dE und d¢ Unbestimmtheit
besitzt.

Aufgabe 3: Wirkung als erzeugende Funktion 6 Punkte

Die Bewegung eines Teilchens im homogenen Schwerefeld unterliegt der Hamilton-
funktion

2

p
H=_ 3.1
5+ mga (3.1)
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und die Losungen der Hamiltonschen Gleichungen sind durch
1 , P
q(t) = —§gt + Et +Q und p(t) = P —mgt (3.2)

gegeben, wobei (@, P) die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0 parametrisieren.

(a) Fiir einen festen Zeitpunkt ¢t kann man die Losungen der Hamiltonschen
Gleichungen als Transformationen auffassen, die den Anfangsbedingungen
(@, P) die Koordinate und den Impuls zum Zeitpunkt ¢, also (¢(t), p(t))
zuordnet. Ist diese Transformation kanonisch?

Als néchstes soll das umgekehrte Problem untersucht werden, also die Frage: gege-
ben die Losung (g, p), kann man direkt die Erzeugende S(q, P, t) einer kanonischen

Transformation finden, die zuriick auf die Anfangsbedingungen (Q, P) transfor-
miert?

(b) Bestimmen Sie ausgehend von der Hamiltonfunktion H(q,p) die Geschwin-
digkeit ¢(g,p) und die Lagrangefunktion L(q, q).

(c) Berechnen Sie fiir eine Losung der Bewegungsgleichungen die Wirkung

S=QP+ /0 t dt' L(g(t), 4(t')). (3.3)

Driicken Sie das Resultat als Funktion von g = ¢(¢), P und t aus.

(d) Benutzen Sie S(q, P,t) als erzeugende Funktion einer kanonischen Transfor-

mation von (g, p) zu (@, P). Was ist die neue Hamiltonfunktion K(Q, P)?
Interpretieren Sie das Resultat.
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