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Aufgabe 9: Massenpunkt in verschiedenen Potentialen (10 Punkte)

Bestimmen Sie die Lagrangefunktionen und die Euler-Lagrange-Gleichungen zu den folgenden
mechanischen Systemen:

a)

b)

(3 Punkte) Ein Teilchen mit Masse m bewegt sich in der (z,y)-Ebene im Potenzial V(x,y)
bzw. V(r, ¢). Betrachten Sie das Problem in kartesischen Koordinaten und ebenen Polarko-
ordinaten.

(3 Punkte) Ein Teilchen mit Masse m bewegt sich in der (z,y)-Ebene im Potenzial
V(z,y) = k(2% + %?) mit k > 0 (harmonischer Oszillator in zwei Dimensionen). Losen Sie
die Euler-Lagrange-Gleichungen in kartesischen Koordinaten mit allgemeinen Anfangsbe-
dingungen.

Hinweis: Schreiben Sie die Losungen in Matrix-Schreibweise

(x) .y (C?Swt) ’

Y sin wt

mit einer 2 x 2 Matrix M. Dann kénnen Sie die sogenannte Singuldrwertzerlegung benutzen,
die besagt, dass eine beliebige reelle Matrix M geschrieben werden kann als

A 0
M:OL<0 B)og,

wobei Oy, und Opg orthogonale 2 x 2 Drehmatrizen sind (OT = 01}1 bezeichnet hier das
Transponierte von Og):

O, — cosay sinag, O — cosap sinap
L —sinay cosay, /)’ R —sinap cosap/

Die 4 Parameter A, B,ar,ar kénnen aus den 4 Eintrdgen der Matrix M bestimmt wer-
den, aber dies ist hier nicht notig. Berechnen Sie die Wirkung von O}g auf den Vektor
(coswt,sinwt)” und vereinfachen Sie mit Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme. Sie
konnen nun die Bahnform im gedrehten Koordinatensystem (2, ') bestimmen, das definiert

ist durch )
xT T[T
=0 .



c) (4 Punkte) Ein Teilchen der Masse m gleitet reibungsfrei unter dem Einfluss der Schwerkraft
—mgé, auf der Innenfliiche eines Kegels mit dem halben Offnungswinkel «v, dessen Symmetrie-
achse die z-Achse ist. Benutzen Sie als verallgemeinerte Koordinaten die Zylinderkoordinaten
z und ¢. Die Bewegungsgleichung muss nicht gelost werden.

Aufgabe 10: Paketrutsche (10 Punkte)

Eine schraubenlinienférmige Paketrutsche mit Hohe h und Radius R werde durch

Rcos¢
Rsin ¢

F=
¢ b
h(l‘zw>

parametrisiert. Auf ein rutschendes Paket mit Masse m wirke die Schwerkraft —mge’, und die
Stokes’sche Reibungskraft Fr = —a# mit a > 0.

0<¢<2r (1)

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die generalisierte Kraft @ = Fr- 2;; als Funktion von ¢ und ¢.
: : . e . . N . ou doUu
Zeigen Sie, dass es kein geschwindigkeitsabhéngiges Potential U(¢, ¢) mit Q = —a—gb + &%
gibt.
. L , : d oL 0L
b) (2 Punkt) Bestimmen Sie die Lagrange’sche Bewegungsgleichung dt@Tb ~ % =Q.

c) (2 Punkte) Lisen Sie die Bewegungsgleichung, um ¢(t) zur Anfangsbedingung ¢(0) = ¢(0) =
0 zu finden.

d) (4 Punkte) Betrachten Sie nun den Grenzfall v — 0. Welche Zwangskraft Z iibt die Rutsche
auf das Paket aus? Geben Sie das Ergebnis fiir Z als Funktion von ¢ an. Schreiben Sie 7 =
Z,€y+ Z3€s + Z,€, mit den Einheitsvektoren €, = (cos ¢,sin ¢, 0)T, €5 = (—sin ¢, cos ¢,0)”
und &€, = (0,0,1)T der Zylinderkoordinaten. Um die Paketrutsche stabil zu konstruieren,
benttigt man das Maximum von |Z |. Bei welchem ¢ wird es erreicht und welchen Wert hat
das maximale |Z]?
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