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1. Partielle Ableitungen und Vektoranalysis

a) Berechnen Sie % und % fir f(z,y) = /22 + y2.

b) Es sei nun y = y(z). Berechnen Sie %, % und % fir f(z,y(z)) = V22 + y(x)2.
c) Betrachten Sie ein Fadenpendel mit einer Punktasse m, einer zeitlich variablen
Fadenlénge [(t) und einer Auslenkung um den Winkel ¢(¢) aus der Vertikalen.
Geben Sie einen Ausdruck fiir die potentielle Energie U(p(¢),[(t)) des Systems an

und berechnen Sie %—(tj sowie C}T[tj'
d) Es sei a ein konstanter Vektor, 7 = (z,y,z)” und r = |r|. Berechnen Sie V21,
V x (a x r) sowie V - 2XT,
Loésungsvorschlag
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b) 5 und % liefern das gleiche Ergebnis wie in der a).
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c¢) Die potentielle Energie kann ausgedriickt werden iiber U (p(t),1(t)) = —mgl(t) cos ¢(t)
mit der Gravitationsbeschleunigung g. Da die Energie nicht explizit von der Zeit
abhéngt, ist OU /0t = 0, wihrend
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2. Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) ergeben sich aus kartesischen Koordinaten (z,y, z) iiber
die Zusammenhinge x = pcosy, y = psinp, z = z mit p = /2 + y2.
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a) Berechnen Sie die Einheitsvektoren €, = g—; / g—; ,

dass {é,, €, €.} ein Orthonormalsystem bilden.

b) Nun beschreibe r(t) die Bahn eines punktférmigen Teilchens als Funktion der
Zeit t. Berechnen Sie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Teilchens in
Zylinderkoordinaten. Driicken Sie das Ergebnis mithilfe der Vektoren é,, &, und
€, aus.

Loésungsvorschlag

a) Esist r = (pcosp, psinp, 2)T, also

cos —sing
é,=|sinp |, é,=| cosp |. (7)
0 0

Damit {&; | j = p, p, 2z} ein ONS bildet, muss &; - &;; = d; j» gelten, was sich durch
einfaches Skalarmultiplizieren {iberpriifen l&sst.

b) Esist r(t) = p(t)é,(¢(t)) + 2(t)é.. Damit folgt
P = pe, + ppe, + 28 (8)
P = (5= pp")e, + (200 + pp)é, + €. (9)
3. Matrizen

a) Berechnen Sie die Determinanten und die Spuren der Matrizen

31 2 2 [
=(Ga) 2= 0) o= (a)

1 -2 3 0 -2 1
D=0 1 4|, E=[1+i 2 -1]. (10)
0 3 2 1 0 1-—i

b) Berechnen Sie die transponierten, komplex konjugierten, hermitesch transponier-
ten und inversen Matrizen von A, B, C, D und E.

c) Berechnen Sie A - B.

d) Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix B.

Loésungsvorschlag
a)
detA=3-2—-4-1=2, TrA=3+2=25;
detB=2-1-3-2=—-4, TrB=2+41=3;
detC=7-3—1i- (=) =20, TrC =7+ 3 =10; (11)
det D = 1-1-2+(-2)-4-04+3-0-3—0-1-3—3-4-1—-2-0-(=2) = =10, TrD = 1+142 = 4;
det B =1-(—1)-(—2i)—1-2-1—(1—1)-(1+14)-(—27) = —2+6i, Tr E = 0+2+(1—i) = 3—1.



20\7 7 (12)
1 00 1 1 -13 11
p'=|-2 1 3|, =D, DI =D", D! o0 =2 4
3 4 2 0 -3 1
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El=1-2i 2 0 |,Er=|1-i 2 -1, El=[(2i 2 0
1 -1 1-i 1 0 1+ 1 -1 143
1 —8—41 4-8: 8+4¢
E‘lzﬁ 3490 1430 2—4i
2+61 —6+27 8+41
c)
3 1\ (2 2 3:2+1-3 3-2+1-1\ (9 7 (13)
4 2 31 4-2+42-3 4-2+2-1) \14 10
d) Es gilt, die Losungen zur Eigenwertgleichung
Av = v (14)
zu finden. Die Eigenwerte A ergeben sich aus
2—A 2 _ 9 _
det( 3 1_)\>—0, S A =32—-4=0, (15)
zu A1 = 4 und Ay = —1. Die jeweils zugehorigen Eigenvektoren finden wir durch
Einsetzen von Aj 2 in Gl (14). Es folgt (wobei wir die normierten Eigenvektoren
angeben)
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und entsprechend

()
Vg = —— .
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4. Integrale

Berechnen Sie die Integrale

1 dx 00 oo 2T
/ -, / xe dx, / sin(z)e” “dx, / cos?(z) dz.
1T +x—6 0 0 0



Loésungsvorschlag
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(Alternativ - Partielle Integration)
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(Alternativ - Benutzen Sie die Identitit cos(z) = 3 (e® 4+ e~ %) )



