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1. Doppelte Atwoodsche Fallmaschine

(6 Punkte)

Wir betrachten eine Atwoodsche Fallmaschine, bei der

die zweite Masse durch eine weitere solche Fallmaschi- )
ne ersetzt sei. Die an den Enden der Seile hingenden

Massen seien mj, mo und ms. Die am Seil hingende s
Rolle habe eine Masse mpy. Die Seile gleiten reibungs- my
frei iiber die Rollen und die Schwerkraft wirke in posi-

tive y-Richtung (siehe nebenstehende Abbildung). m

mo

a) Stellen Sie die Zwangsbedingungen auf. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie mithilfe der Zwangsbedingungen und Bewegungsgleichungen alle
wirkenden Zwangskrifte in Abhéngigkeit der Massen mj, mg, mg und mg. (4
Punkte)

Losungsvorschlag

a) Wir bezeichnen die y-Koordinate der Masse m; jeweils mit y;. Die Zwangsbedin-
gungen, bedingt durch die festen Lingen der Seile, lauten dann

Fi=y1+y2—2yr —C1 =0 (1)
Fo=y3+yr — Co =0, (2)

wobei die Konstanten C und Cs durch die Léngen der Seile und die Radien der
Rollen gegeben, hier aber nicht weiter von Bedeutung sind.

b) Die an der Masse m; auftretende Zwangskraft ist gegeben durch

OF;
Z; = Z Aja—yj (3)
J

mit 7,7 € {1,2,3,R}. Die Bewegungsgleichungen lauten entsprechend

miji =mig + A, (4)
mada = mag + A, (5)
m3fis = m3g + A2, (6)
MRYR = MRY — 2A1 + A2. (7)
Zusétzlich erhalten wir durch zweifaches Ableiten der Zwangsbedingungen
1 + G2 = 2r, (8)

i3 + ijr = 0. 9)



Aus den Gleichungen (6), (7) und (9) folgt

2’m3)\1 mg)\Q

1 m
msg + Ao = —mgzg + — = Alszg+2<1+R> A2 (10)

mR mg

Weiterhin erhalten wir mithilfe von (4), (5) und (7)

1 1
ng_2)\1+/\2:n;R|:29+<7nl+7n2>/\1:|-

Wir definieren die reduzierte Masse 1/ = 1/m; + 1/mg und mit (10) folgt

2
Ny — mRyg

4L mr _ _Au
L+ m3 mR+4u

(12)

Eingesetzt in (10) erhalten wir auch A; und mit (3) folgen die gesuchten Zwangs-

kréfte.

2. Pendel mit veridnderlicher Fadenlédnge

Die Fadenlénge eines mathematischen Pendels (in 2D)
der Masse m sei durch die von der Zeit abhéngige Funk-
tion [(t) gegeben.

(8 Punkte)

X

|

I(t)— gegeben

T=(Xx,72)

a) Finden Sie eine geeignete generalisierte Koordinate ¢, um die Position des Pendels
zu beschreiben. Bestimmen Sie die kinetische Energie T', die potentielle Energie U
sowie die Lagrangefunktion L = T'— U in Abhéngigkeit von ¢ und ¢. (3 Punkte)

b) Leiten Sie mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung

dor oL _
dt ¢ 0q

die Bewegungsgleichung fiir kleine Winkel # < 1 her. (2 Punkte)

c) Zeigen Sie: [(t) = | = konst. ist die einzige (physikalische) Moglichkeit, die harmo-
nische, periodische Schwingungen von 0(t) erlaubt. (3 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Die Position des Pendels ldsst sich durch die generalisierte Koordinate 6 beschrei-
ben. Es ist r(t) = I(t)(sin 6(t), — cos 0(¢)). Die kinetische Energie lautet

]. .9

T=_-—mr:= %m <l2 + 1292>

2

und die potentielle Energie ist

U = mgz = —mgl cos 6.

Somit lautet die Lagrangefunktion

1 } )
L=T-U-= 5™ <12+l292) + mgl cos 6.

(13)

(14)



b)

Der zweite Term der Euler-Lagrange-Gleichung liefert

OL

_— = — i . 1
50 mgl sin 6 (16)
Der Beitrag vom ersten Term lautet
d oL d . . .
——— = — (mi*0) = mi*0 + 2mll0. 17
dtog  dt (mi0) = mi2d -+ 2m (7

Insgesamt kann die Bewegungsgleichung also geschrieben werden als

2(6)A(t) + 20()I(t)0(t) + gl(t)sin(t) = 0, (18)

was sich fiir kleine Winkel zu

Z0)0(t) + 20060 + glt)o(t) = 0 (19)

vereinfacht.

Wenn eine gegebene Funktion [(¢) harmonische Schwingungen von 6(t) erlaubt,
so muss die Losung zur Differentialgleichung (18) geschrieben werden kénnen in
der Form 0(t) = 6 cos(wt + §). Nehmen wir nun an, diese Form von 0(t) sei eine
Losung, setzen sie in (18) ein und erhalten so eine Differentialgleichung fiir die in
diesem Fall zuléssigen ()

—w?2(t) cos(wt + 8) — 2wl(t)L(t) sin(wt + &) + gl(t) cos(wt + &) = 0 (20)
& 2tan(wt + 0)i(t) + wi(t) = 2. (21)
w

Dies ist eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung. Die allgemeine

Losung erhalten wir, indem wir eine partikuldre Losung zum inhomogenen Fall

finden und diese zur allgemeinen Losung des homogenen Falls addieren. Eine parti-

kulire Losung ist gegeben durch I,,(t) = g/w?. Die zugehérige homogene Gleichung
lautet

2 tan(wt + 6)i,(t) + wiy(t) = 0. (22)

Sie ldsst sich durch Separation der Variablen l6sen

O}ih = / dt cot(wt + ) (23)
< In(lp) +c= %ln(sin(wt +9)) (24)
s Iyt) = ¢ (25)

Vsin(wt +6)

Die allgemeine Losung lautet also

_ ¢ 9
i = sin(wt + 9) * w? (26)

Immer, wenn wt + § = nm, liefert der erste Term eine unendliche Fadenlénge, was
offensichtlich unphysikalisch ist. Die einzige Moglichkeit, diese Unendlichkeiten
loszuwerden, ist die Konstante C' = 0 zu setzen, was uns nur die uns bereits
bekannte Losung | = g/w? = konst. iibrig ldsst. Folglich ist eine periodische,
harmonische Schwingung nur mit konstanter Fadenléinge méoglich.



3. Pendel mit beweglicher Aufhingung an einer Feder (7 Punkte)

Wir betrachten eine d&hnliche Situation wie in Blatt 1,
Aufgabe 1 — mit dem Unterschied, dass die Koordinate
xs(t) der Aufhéngung hier nicht vorgegeben sein soll.
Stattdessen sei die (masselose) Aufhidngung iiber eine
Feder mit Federkonstante k£ an einer Wand befestigt
und konne frei in z-Richtung schwingen.

a) Finden Sie geeignete generalisierte Koordinaten, bestimmen Sie die Lagrangefunk-
tion und stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf. (4 Punkte)

b) Wir beschrénken uns nun auf den Fall kleiner Schwingungen 6 < 1. Vernachléssi-
gen Sie Terme von zweiter oder héherer Ordnung in 6 und 6 und setzen Sie an-
schlieend sowohl fiir #(t) als auch fiir 24(¢)/l eine harmonische Schwingung mit
Frequenz w an. Bestimmen Sie das Verhéltnis der Amplituden dieser Schwingun-
gen. (3 Punkte)

Losungsvorschlag

a) Die Position der Masse m lésst sich mit den generalisierten Koordinaten xg(t)
und 6(t) beschreiben mittels r = (x5 + [sinf, —I cos #). Die kinetische Energie des
Systems ist gegeben durch

1 1 . .
T= imi“z =5m ((333 + 10 cos 0)* + (1sin 9)2> (27)
1 : :
= om (:ﬁ 1202 + 20,6 cos 0) . (28)

Die potentielle Energie kann geschrieben werden als
L o
U = —mglcosf + 5]{&:8 (29)

und die Lagrangefunktion lautet L = T'—U. Die erste Bewegungsgleichung erhalten
wir mittels

d oL oL

— — T 7] _ .2 1 = — p—
di oz, ms + mlf cosd — mlh* sin b kg oz, (30)
Die zweite lautet
L . I
(;itge = ml*0+ mliscosd = —mglsing = g—e (31)

b) Wir vernachléssigen nun Terme hoherer als erster Ordnung in 6 und 6 und erhalten
die Bewegungsgleichungen

k .
g+ —xg = —16 (32)
m

é+%0: —%. (33)



Ein Ansatz harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz xs(t) = x sin(wt + 01)
und 0(t) = Oy sin(wt + d2) ergibt eingesetzt in die Bewegungsgleichungen

(_WZ + k) o sjn(wt + (51) = w2100 sin(wt + 62) (34)
m
<_w2 + %) fo sin(wt + J2) = w?zg sin(wt + 61) /1 (35)
Lom w?  sin(wt+02) g/l — w? sin(wt + &;) (36)
100 k/m—w?sin(wt+61)  w? sin(wt + 02)

Damit dieses Verhéltnis zeitunabhéngig ist muss §; = do gelten oder §; = o + 7.
Dann folgt

w? g/l —w?
k/m—w?2 w2 (37)
und damit
kg
2 _
> mg (38)
Das Amplitudenverhiltnis lautet entsprechend
l

0y k/m’



