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1. Relativistische Lagrangefunktion (4 Punkte)

Die Lagrangefunktion eines freien relativistischen Teilchens mit Ruhemasse m ist gege-

ben durch
L=—-mc*\/1—7%/c2 = —mc? (), (1)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist und wir den Lorentzfaktor y(v) = (1 — v?/ c2)_1/ 2

definiert haben.

a) Zeigen Sie ausgehend von der Invarianz der Lagrangefunktion beziiglich Transla-
tionen in der Zeit, dass die relativistische Energie-Impuls-Relation

E? = &p? + m?ct, (2)

mit der Energie E und dem Impuls p = g—];j, erfiillt ist. (3 Punkte)

b) Uberzeugen Sie sich davon, dass der nicht-relativistische Limes 7% < ¢ dem klas-
sischen Ergebnis E = m#?/2 + konst. entspricht. (1 Punkt)

2. Kreisbahnen (4 Punkte)

Wir betrachten einen Massepunkt m in zwei Dimensionen, dessen Lagrangefunktion
gegeben sei durch

mw . .
L= - [y — 2y — w(z? + yQ)] (3)
mit einer Konstanten w € R.

a) Bestimmen Sie die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen. Zeigen Sie, dass die
moglichen Bahnkurven Kreisbahnen sind. (2 Punkte)

b) Nutzen Sie, dass die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit abhéngig ist,
um zu zeigen, dass die Energie des Systems durch den Radius der entsprechenden
Kreisbahn eindeutig festgelegt ist. (2 Punkte)

3. Variationsrechnung - Héngendes Seil (12 Punkte)

Wie schon auf Ubungsblatt 1, wollen wir auch hier einen Ausdruck fiir die Form eines
zwischen zwei Punkten A und B aufgehéngten Seils der Linge L und homogener Mas-
sendichte p = m/L finden, auf das die Schwerkraft g wirkt. Allerdings wollen wir uns
hier anstatt dem Betrachten von Kréften, der Variationsrechnung bedienen.

Das Ziel ist es, die potentielle Energie, die als Funktional U = U[z(z)] aufgefasst werden
kann, zu minimieren, um so die Form des Seils als Kurve z(z) zu erhalten. Dabei muss
als Nebenbedingung beachtet werden, dass die Lidnge dieser Kurve ebenfalls als ein
Funktional K = K|[z(z)] geschrieben werden kann und gleich L sein muss.



a) Zeigen Sie zunéchst, dass eine Kurve z(z), die ein Funktional der Form

Fvun=1/”dxﬂzmxammm> (4)

Z1
minimiert, die Euler-Lagrange-Gleichung
d of Of
wwds ~ 0 )
erfiillt. Betrachten Sie hierzu analog zur Vorlesung eine Variation z(z) — z(z) +
0z(z) (mit dz(x1) = dz(z2) = 0). (4 Punkte)

b) Uberzeugen Sie sich davon, dass fiir die entsprechenden Funktionale im Problem
des hiangenden Seils gilt

U:pg/xB dzz(z)/14 (2'(2))?, K= /xB dz /14 (#(x)) <L (6)

A

(4 Punkte)

Um ein Funktional

T2

/:62 dz f(2(z),7'(x),2) mit Nebenbedingung / dz g(2(z), 7' (z),z) = C

1 1

zu minimieren, kann ein sogenannter Lagrangemultiplikator A € R eingefiihrt und statt-
dessen das Funktional

/m dz h(z(x), 7 (z),x) mit h(z(z),2'(z),2) = f(2(2), 2 (x),2) — A\g(2(x), 2 (z), x)

1

minimiert werden. A ldsst sich dabei im Anschluss aus der Nebenbedingung bestimmen.

¢) Uberzeugen Sie sich durch Einfithren eines Lagrangemultiplikators A und mithilfe
der Euler-Lagrange-Gleichung, dass es sich bei der allgemeinen Losung, die wir
auf Blatt 1 gefunden hatten, tatséchlich um ein Minimum von U[z(x)] unter der
Nebenbedingung K[z(x)] = L handelt. (4 Punkte)
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