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1. Symmetrie des Potenzials U(r) = a/r? (5 Punkte)

Zeigen Sie mithilfe des Noethertheorems fiir infinitesimale Transformationen, dass die
Wirkung fiir ein Teilchen in drei Dimensionen im Potenzial U(r) = a/r? (r = |r|) mit
Lagrangefunktion
=" &
2 r2

invariant ist unter der einparametrigen Transformation
r*=Ar, t* =\t

mit A € R. Geben Sie die zugehorige Erhaltungsgréfie (2 an und vereinfachen Sie diese
mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes. Uberpriifen Sie explizit mithilfe der Bewegungs-
gleichungen, dass d@/dt = 0.

2. Prinzip der kleinsten Wirkung (8 Punkte)

Betrachten Sie eine eindimensionale Bewegung mit festen Anfangs- und Endpunkten
x1 = x(t1), v2 = x(t2). Bestimmen Sie die Bahnkurven und berechnen Sie die Wirkung
S(x1,to; x2,t2) und ihre Ableitungen 0S/0x9;0S/0ts in den drei Féllen:

a) Freies Teilchen der Masse m (2 Punkte)
b) Ein Teilchen im Schwerefeld der Erde (d.h. in einem Potential U(z) = —mgx) (2
Punkte)

¢) Harmonischer Oszillator (ein Teilchen im quadratischen Potential U(z) = mw?x?/2)
(2 Punkte)

Betrachten Sie nun kleine Ablenkungen Axz(t) (nicht mit einer infinitesimalen Variation
x(t) zu verwechseln) von den genauen Bahnkurven, die Sie fiir die drei obengenannten
Félle bestimmt haben. Lassen Sie die Anfangsbedingungen fest: Ax(t1) = Az(t2) = 0:

d) Zeigen Sie fiir die Félle (a) und (b), dass die Wirkung auf der genaue Bahnkurven
das absolute Minimum hat, d.h. AS = S(z + Azx) — S(x) > 0 gilt. (2 Punkte)

3. Prinzip der kleinsten Wirkung: Kugel im Schwerefeld (7 Punkte)

Der schiefe Wurf einer Kugel der Masse m im Schwerefeld der Erde soll durch Variation
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung berechnet werden. Die Kugel bewegt sich in der
x — z-Ebene, die Schwerkraft zeigt in negative z-Richtung.

a) Berechnen Sie die Wirkung fiir die Kugel mit dem Ansatz z(t) = x¢ + vyt + at?
und z(t) = zg + v.t + bt2. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Konstanten des Ansatzes so, dass S extremalisiert wird. Dabei
sind die Endpunkte der Bahn einzusetzen x(0) = z(0) = 0, (T') = xp, 2(T) = 0.
Hinweis: Mit den Endpunkten gilt S[r] = S(a,b) und fir das Extremum muss
05/0a =0, 05/0b = 0 gelten. (3 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Lagrangegleichungen und vergleichen Sie deren spezielle Losung
mit dem Ergebnis aus (b). (2 Punkte)



