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1. Symmetrie des Potenzials U(r) = a/r? (5 Punkte)

Zeigen Sie mithilfe des Noethertheorems fiir infinitesimale Transformationen, dass die
Wirkung fiir ein Teilchen in drei Dimensionen im Potenzial U(r) = a/r? (r = |r|) mit
Lagrangefunktion
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invariant ist unter der einparametrigen Transformation
r*=\r, t* =\

mit A € R. Geben Sie die zugehorige Erhaltungsgrofie (Q an und vereinfachen Sie diese
mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes. Uberpriifen Sie explizit mithilfe der Bewegungs-
gleichungen, dass d@/dt = 0.

Loésungsvorschlag

Wir sehen zunéchst, dass fiir die Wirkung gilt
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sie ist also invariant unter der gegebenen Transformation fiir beliebige A € R. Wir
interessieren uns jetzt fiir infinitesimale Transformationen, A ~ 1, also

F* =\~ (14 ¢)F,
t* =Mt = (1+¢)%t ~ (1 +2e)t.

mit € < 1. Vergleichen wir mit Gleichung (72) aus dem Vorlesungsskript, ist also ¥ = r
und ¢ = 2t. Entsprechend lautet die zugehorige Erhaltungsgrofie

or 7
wobei wir ausgenutzt haben, dass
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oL
gerade die Energie des Systems ist.
Priifen wir schliellich, dass d@Q/dt = 0:
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da mit der Euler-lagrange-Gleichung
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2. Prinzip der kleinsten Wirkung (8 Punkte)

Betrachten Sie eine eindimensionale Bewegung mit festen Anfangs- und Endpunkten
x1 = x(t1), v2 = x(t2). Bestimmen Sie die Bahnkurven und berechnen Sie die Wirkung
S(x1,t2; x2,t2) und ihre Ableitungen 0S/0x9;0S/0ts in den drei Féllen:

a) Freies Teilchen der Masse m (2 Punkte)

b) Ein Teilchen im Schwerefeld der Erde (d.h. in einem Potential U(z) = —mgx) (2
Punkte)

¢) Harmonischer Oszillator (ein Teilchen im quadratischen Potential U(z) = mw?x?/2)
(2 Punkte)

Betrachten Sie nun kleine Ablenkungen Az (¢) (nicht mit einer infinitesimalen Variation
x(t) zu verwechseln) von den genauen Bahnkurven, die Sie fiir die drei obengenannten
Falle bestimmt haben. Lassen Sie die Anfangsbedingungen fest: Az(t;) = Ax(t2) = 0:

d) Zeigen Sie fiir die Félle (a) und (b), dass die Wirkung auf der genaue Bahnkurven
das absolute Minimum hat, d.h. AS = S(z + Az) — S(z) > 0 gilt. (2 Punkte)

Loésungsvorschlag
a) Die Bewegungsgleichung eines freien Teilchens lautet
ma = 0.

Zweimalige Integration dieser Gleichung von ¢; bis ¢ mit den Definitionen @(t;) =
vo, x(t1) = o1 ergibt

x(t) = x1 + vo(t — t1).
Um vg zu bestimmen benutzen wir nun z(t2) = 2.
x(t) =x1 + vo(t — tl).

Damit ist die Losung mit der Randbedingungen z1 = z(t1), 2 = x(t2) also gegeben
durch

Die Lagrange-Funktion auf dieser Bahnkurve lautet
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Die Ableitungen sind gegeben durch
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b) Die Bewegungsgleichung eines Teilchens im Schwerefeld der Erde ist
ma =mg = F.

Analoges Vorgehen (Integration) zu (a) liefert als Losung mit der Randbedingun-
gen 1 = x(t1), va = z(t2)
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Die Lagrange-Funktion auf dieser Bahnkurve (U = —Fx) lautet somit
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c¢) Die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators (U = mw?z2/2) lautet
mi = —mw?z.
Die Loésung mit den Randbedingungen x; = z(t1), o = x(t2) ist
z(t) = xy1cosw(t —t1) + Asinw(t — 1),
mit

13 —x1cosw(ty —t1)

A=
sinw(tg — tl)
Die Wirkung ist damit
S :% [(z2 — 21 cosw(ty — t1))% cotw(ty — t1)

+:c% sinw(te — t1) cosw(te — t1) — 2z1x9 sinw(ty — tl)] .

Die Ableitungen sind gegeben durch

35 = mw [(x2 — x1 cosw(ty —t1)) cotw(te — t1) — z1 sinw(te — t1)] = ma(t2),
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Die Ableitung nach der Zeit t9 ergibt 05/t = —E, wobei E die Energie ist. Die
Ableitung nach dem Ort x9 ergibt 0S/0xs = p(t2), den Impuls im Punkt z5.



d) Fiir Fall (a) ergibt sich

AS = §(r + Ax) — S(x) = 3 [ /t f dt (i(t) + Ai(8)? — /t 52 dt (:)’:(t))Q]
= % [/: dt (A (t))? +2/: dt (m’(t)Ai"(t))] = 7;/: dt (Ax(t)) ,

wobei partielle Integration benutzt wurde, mit Bedingungen Ax(t1) = Az(t2) =0
und mZ = 0. Es ist somit klar, dass die Wirkung auf der wahren Bahnkurve ein
absolutes Minimum besitzt, da fiir beliebiges Az(t) die Differenz AS positiv ist.

Fiir den Fall (b) ergibt sich
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wobei wieder partielle Integration benutzt wurde, Az(t;) = Ax(t2) = 0 und die
Bewegungsgleichung mi = mg.
. Prinzip der kleinsten Wirkung: Kugel im Schwerefeld (7 Punkte)

Der schiefe Wurf einer Kugel der Masse m im Schwerefeld der Erde soll durch Variation
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung berechnet werden. Die Kugel bewegt sich in der
x — z-Ebene, die Schwerkraft zeigt in negative z-Richtung.

a) Berechnen Sie die Wirkung fiir die Kugel mit dem Ansatz z(t) = x¢ + vyt + at?
und z(t) = 29 + v.t + bt%. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Konstanten des Ansatzes so, dass S extremalisiert wird. Dabei
sind die Endpunkte der Bahn einzusetzen z(0) = 2(0) = 0, (1) = zp,, 2(T) = 0.
Hinweis: Mit den Endpunkten gilt S[r] = S(a,b) und fiir das Extremum muss
05/0a =0, 05/0b = 0 gelten. (3 Punkte)

c¢) Bestimmen Sie die Lagrangegleichungen und vergleichen Sie deren spezielle Losung
mit dem Ergebnis aus (b). (2 Punkte)

Loésungsvorschlag
a) Die Lagrange-Funktion ist
L= %m(ac2 + £%) —mgz
Ansatz fiir die zu variierende Bahn in der Wirkung:
z(t) = zo + vot + at?, z(t) = 2o + vt + bt2.
Finsetzen in die Wirkung ergibt
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mit Ag = vg + vg —2¢20, A1 = 4dvga + 4v.b — 2gv,, Ay = 4a® + 4b% — 2gb.



b) x(0) = 2(0) = 0, (T) = xm,2(T) = 0, daraus folgt fiir den Ansatz von oben:
rg =20 =0, v = T —aT, v, = —bT. Jetzt sind nur noch a, b unbestimmt. Die
Bahn in S wird also durch a, b festgelegt, und die Bahn in S zu variieren heifit
jetzt, a und b zu variieren. S ist extremal, wenn diese Variation verschwindet, also
0S/0a = 0, 0S/0b = 0. Man muss beim Ableiten beachten, dass v, und v, von a
und b abhéngen:

0S(a,b)  m Ovy v, T? T3
ba 2 [@%aa)” (vs +dag )5 +8a,
0S(a,b)  m ov, Ov, ov, T? T3
Einsetzen von %L; =T, %’g = —T und liefert
dS(a,b)  mT%a 0S(a,b) mT? (b+ g>
da 3 7 o 3 2

und die physikalische Bahn der Kugel lautet, mit v, = x,, /T , v, = gT/2,

x
o(t) = vt = Tt 2(t) = vst — %ﬂ = %(tT —t2).

c) Die Bahn, die die Wirkung extremalisiert, wird durch die Euler-Lagrange-Gleichungen

bestimmt
4oL _ oL
dt 9Ga  Oqu
& mx=0, mZ=—mg
= x(t) = zo + vit, 2(t) = zp + vt — gt2'

Die Randbedingungen (Endpunkte fiir ¢ = 0 und ¢ = T') legen die Integrations-
konstanten zg, 2o, vz, v, fest, wie in b):

(0) = vy = /T, 2(0) = v.9T/2,

dann

2 2
T = UZ, T = —UgVs.
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