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1. Erweitertes Noether-Theorem — Laplace-Runge-Lenz-Vektor (8 Punkte)

a) Bestimmen Sie zunéchst die Bewegungsgleichungen zur Lagrangefunktion

I(a,d0) = Dla4.1) + 5 (a1 1)

und zeigen Sie, dass sie dquivalent sind zu denen, die aus der Lagrangefunktion
L(q, q,t) folgen. (2 Punkte)

Wir wollen nun ein Teilchen mit Masse m in drei Dimensionen im Zentralpotential
U(r) = —% betrachten (wobei r = [r[). Es sei eine infinitesimale Transformation mit
zeitlich konstanten Parametern b = (b, ba, b3)” durch

r* =r+dr, t*=t mit or=20b-r)r—(r-r)b—(b-7)r (2)
gegeben.

b) Zeigen Sie (mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung), dass

5L = L(r*,#") — L(r,#) = - <b-+—MM). (3)

r r2

Schreiben Sie §L in der Form §L = %f(r, b). (4 Punkte)

¢) Aus dem (erweiterten) Noether-Theorem folgt nun, dass

oL
und damit A, eine Erhaltungsgrofe ist. Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir A und
iiberzeugen Sie sich davon, dass es sich hierbei um den Laplace-Runge-Lenz-Vektor

A =7 x L — aé, handelt (mit Drehimpuls L). (2 Punkte)

2. Legendre-Transformation (6 Punkte)

Es sei f(z) eine konvexe Funktion, d.h. f”(z) > 0 fiir alle  im Definitionsbereich D.
Weiter sei y(z) = pz eine Gerade mit Steigung p. Mit z(p) = x, bezeichnen wir den
Punkt, an dem die Funktion f(x) am weitesten von der Gerade in vertikaler Richtung
entfernt ist, d.h., die Funktion F'(p, x) = px — f(x) ist maximal bzgl. « bei = x,. Die
Legendre-Transformierte g(p) von f(z) ist nun definiert als g(p) = F(p, xp).

Kompakt ausgedriickt heifit das

9(p) = sup(pz — f(z)), (5)
zeD

wobei sup das Supremum bezeichnet.



a) Zeigen Sie, dass g(p) ebenfalls eine konvexe Funktion ist. (2 Punkte)
Hinweis: Die Ableitung einer inversen Funktion f~'(x) kann ausgedriickt werden
mittels (f 1) (z) = 1/f'(f~}(2)).

b) Berechnen Sie die Legendre-Transformierten der Funktionen fi(x) = x/4 sowie
fa(z) = €®. (2 Punkte)

c) Wie ldsst sich die Legendre-Transformation mittels der Menge aller Tangenten an
f(z) geometrisch interpretieren? (2 Punkte)

3. Hamilton-Formalismus (6 Punkte)

Die Hamiltonfunktion ist die Legendre-Transformierte (bzgl. ) der Lagrangefunktion
eines Systems. Bestimmen Sie fiir die folgenden Beispiele jeweils die verallgemeinerten
Impulse, die Hamiltonfunktion sowie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

a) Teilchen mit Ladung ¢ im elektromagnetischen Feld (siehe Blatt 3)
. m. o q.
L(T7 r, t) = 57‘ - q¢(7‘, t) + ET ) A(’I’,t) (3 Punkte) (6)

b) Freies relativistisches Teilchen mit Ruhemasse m (siehe Blatt 4)

L(r,7) = —mc®\/1 — 72 /c2 (3 Punkte) (7)



