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1. Erweitertes Noether-Theorem — Laplace-Runge-Lenz-Vektor (8 Punkte)
a) Bestimmen Sie zunéchst die Bewegungsgleichungen zur Lagrangefunktion

I(a,d.1) = Dla4.1) + 5 (a1 1)

und zeigen Sie, dass sie dquivalent sind zu denen, die aus der Lagrangefunktion
L(q,q,t) folgen. (2 Punkte)

Wir wollen nun ein Teilchen mit Masse m in drei Dimensionen im Zentralpotential

U(r) = —% betrachten (wobei r = [r[). Es sei eine infinitesimale Transformation mit
zeitlich konstanten Parametern b = (b, bg, b3)? durch

r* =r+dr, tt=t mit or=2b-r)r—(r-r)b—(b-7)r (2)
gegeben.

b) Zeigen Sie (mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung), dass
2 b- F
5L = L(r*,#) — L(r,#) = == <b-f—W). (3)
r r
Schreiben Sie 6L in der Form §L = %f(r, b). (4 Punkte)
c) Aus dem (erweiterten) Noether-Theorem folgt nun, dass
oL

o or — f(r,b)=2b- A, (4)

und damit A, eine Erhaltungsgrofe ist. Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir A und
iiberzeugen Sie sich davon, dass es sich hierbei um den Laplace-Runge-Lenz-Vektor
A =7 x L — aé, handelt (mit Drehimpuls L). (2 Punkte)

Losungsvorschlag
a) Mit f{; = %{ —|— - q folgt
d@L’_dOL dof doL 0% f <8f )
dq

dt0q dtog dioq  diog | otoq oq
sowie
or' oL 92 )
L =ia O (9, (©
0q 0q Otdq 8q dq
womit

dov _ov - doL_ oL
dt 9  Oq dt 0g  9q’

wobei wir in (5) genutzt haben, dass

0 8f 0 af a (of .
Zaq] 0g; " Zﬁq oq; " {3(1 <8q'q>L' ®)



b) Esist L = %7’“2 + . Wir benétigen also zum einen

()2 = (7 + 07)2 ~ ¥ + 27 - 67, (9)
wobei
or = %&r =2(b-7r)i 4 (b-7)F —7°b— (r - #)b— (b-#)r. (10)
Nutzen wir die Euler-Lagrange-Gleichung m# = —ar /73, um # zu ersetzen, finden
wir

5 () =) == <b o o) ’”fé’" : 7")) . (11)

Zum anderen bendtigen wir

1 1 r-é6r 1 (b-r)r-7)—(b-7)r?

1
[r] r+or2 VrPt2r-or r 3 rs 7
(12)

a<;—i>:f<b-i'—W>. (13)

Nehmen wir beide Ergebnisse zusammen, folgt das Gesuchte

womit

2 b- -7
5L = L(r*,#*) — L(r, i) = — <b-1’°— W) (14)
r r
Definieren wir f(r,b) = 2ab'77", gilt auBlerdem %f =4L.
Wie wir im Aufgabenteil a) gesehen haben, verdndert die hier gegebene Transfor-
mation damit nicht die Bewegungsgleichungen und ist eine Symmetrie des Systems.

¢) Aus dem Noether-Theorem folgt mit dieser Symmetrie, dass

d [OL d . N
O e gr)] = L o (i — (e #9i —ar/r)] =0, (19

Da b beliebig war, folgt daraus direkt

d
%A =0 mit A=mi’*r —m(r-v)r—ar/r. (16)
Mit L = mr x 7 und der Identitéit a x (bx c) = b(a-¢)—c(a-b) lisst sich schlieBlich
zeigen, dass es sich bei dieser Erhaltungsgrofie tatséchlich um den Laplace-Runge-
Lenz-Vektor handelt.

2. Legendre-Transformation (6 Punkte)

Es sei f(x) eine konvexe Funktion, d.h. f”(z) > 0 fiir alle  im Definitionsbereich D.
Weiter sei y(z) = pz eine Gerade mit Steigung p. Mit z(p) = x, bezeichnen wir den
Punkt, an dem die Funktion f(x) am weitesten von der Gerade in vertikaler Richtung
entfernt ist, d.h., die Funktion F'(p,x) = px — f(x) ist maximal bzgl. « bei = x,,. Die
Legendre-Transformierte g(p) von f(z) ist nun definiert als g(p) = F(p, zp).

Kompakt ausgedriickt heifit das

9(p) = sup(pz — f(z)), (17)
zeD

wobei sup das Supremum bezeichnet.



a) Zeigen Sie, dass g(p) ebenfalls eine konvexe Funktion ist. (2 Punkte)
Hinweis: Die Ableitung einer inversen Funktion f~1(x) kann ausgedriickt werden
mittels (f~1)'(x) = 1/f'(f ().

b) Berechnen Sie die Legendre-Transformierten der Funktionen fi(z) = x*/4 sowie
fa(x) = €®. (2 Punkte)

c) Wie ldsst sich die Legendre-Transformation mittels der Menge aller Tangenten an
f(z) geometrisch interpretieren? (2 Punkte)

Losungsvorschlag

a) Zunichst wissen wir a%F(p, T)|o=z, = p — f'(xp) = 0, also f'(x,) = p baw. x, =
(f)7(p). Da f"(zp) > 0 ist dieser extremale Punkt sicher ein Maximum.) Nun

folgt
o ox o %—az
Q(P)—xp‘kpaizf f(@p) 6}5 = Ip (18)
=p
N R FPNEVI
TO =Gy~ m ey T e 7

wobeil wir die Formel aus dem Hinweis verwendet haben.

b) Wir benétigen das Maximum bzgl. = der Funktion Fy(p,r) = pr — z2*/4

a%Fl(p’x)Ix:xp —p-ap=0 = a,=p' (20)
Damit folgt fiir die Legendre-Transformierte
0lp) = Py =t - 0 = @
Genauso finden wir fiir die zweite Funktion
%Fg(p, T)|y=e, =p — €7 20 = xp =Inp. (22)
Also
92(p) =plnp—p=p(lnp—1). (23)

c¢) Die Bedingung %F(p,:v)|z:$p = p — f'(xp) = 0 bestimmt fiir jede Steigung p
der Geraden den Punkt z, der Kurve f(x), an dem die Kurve die gleiche Stei-
gung wie die Gerade hat. Damit ist y(z) = p - (v — xp) + f(xp) eine Tangente
an f(x). Die Legendre-Transformierte g(p) = px, — f(xp) ist nun gerade der ne-
gative y-Achsenabschnitt dieser Tangente. Im Zuge der Legendre-Transformation
wird die Kurve f(z) also als Einhiillende aller ihrer Tangenten beschrieben, wobei
durch die Legendre-Transformierte jeder moglichen Steigung der Tangenten der
entsprechende y-Achsenabschnitt zugeordnet wird.

3. Hamilton-Formalismus (6 Punkte)

Die Hamiltonfunktion ist die Legendre-Transformierte (bzgl. ) der Lagrangefunktion
eines Systems. Bestimmen Sie fiir die folgenden Beispiele jeweils die verallgemeinerten
Impulse, die Hamiltonfunktion sowie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

a) Teilchen mit Ladung ¢ im elektromagnetischen Feld (siehe Blatt 3)

L(r,it) = 232 — qo(r,t) + %fr A(r,t) (3 Punkte) (24)

2

b) Freies relativistisches Teilchen mit Ruhemasse m (siehe Blatt 4)

L(r,7) = —mc®\/1 — 72 /c2 (3 Punkte) (25)



Loésungsvorschlag

a) Der verallgemeinerte Impuls lautet

L
p=""cmit+ A = =P _ 94y (26)
or c m  mc
Damit folgt die Hamiltonfunktion
H(p,r,t) =p-7(p,7,t) = L(7#(p, 7, 1), 7, 1)
2
p(g,ggA)_m(g_;L@ vap-L(B-L4).4
m  mc 2 \m mc c\m mc
q
o (p—24) +a0 (27)
Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten
. 0H 1 q . _q 4,).94; 99
=G~ (P ﬁ%p—‘*—cz( ) G g

b) Der verallgemeinerte Impuls ist gegeben durch

oL
T /1 - 2)c2 vm? + p?/c?
Die Hamiltonfunktion ist also
2 2
H=pi—-L=——P 2 /1 _ #
m2 4 p2/c2 m“c® +p
2,2
cp 2,2 2.4
Vi § o s = VAP @
Die Bewegungsgleichungen lauten damit
OH 2 OH
- cp h= 7" —. (31)
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