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1. Hamilton-Funktionen - Quadratische Formen (6 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die folgenden Félle jeweils die Hamilton-Funktion:

a) Massenpunkt auf einer Kugel (2 Punkte)
. 1 o/ o o
L(8,,0,6) = 5ml (9 + sin? 06 ) + mgl cos 6
b) Pendel mit beweglicher Aufhéingung an einer Feder (Blatt 2) (2 Punkte)
) 1 ) ) 1
L(%,0,x,0) = 3™ (.Z"Z +1260% + 2120 cos 0) + mgl cos 6 — ikxz
c¢) ebenes Doppelpendel (Blatt 3) (2 Punkte)

L1, da, b1, ¢2) = %(ml +mo) ¢t + %mzl%g + mal? 1o cos(p1 — ¢2)

+(m1 + ma2)gl cos ¢1 + magl cos ¢o

Loésungsvorschlag

Vorbemerkung: Ist die Lagrangefunktion eine quadratische Form, d.h.
. 1 ..
L(Qi> Qi) = 5 ;Tanan - U((D

mit Th = Thm, so ergibt sich die Hamiltonfunktion aus
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m

n

Zu
1 —_
H= 52 (T7),,, Prom + U(Q).
nm
a)
2 2
Py Py
H = B I o-
oml® | omisimzg 9 O
b)
1 2 pg cos 1,
c)
1
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—(m1 4+ ma)gl cos ¢p1 — magl cos po.



2. Legendre-Transformation in zwei Variablen (6 Punkte)
Gegeben sei die Lagrange-Funktion eines zwei-dimensionalen Systems
.2 »)
mi m
L
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Es sei angemerkt, dass die kinetische Energie hier nicht als quadratische Form in den
Geschwindigkeiten vorliegt.

L(i’,y,l’,y) = +mwxy

a) Wie lautet die zugehorige Hamilton-Funktion H(p,py,x,y)? (3 Punkte)

b) Stellen Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen auf und 16sen Sie diese.
Hinweis: Vergewissen Sie sich, dass Thre Losungen tatséchlich alle Bewegungsglei-
chungen erfiillen. (3 Punkte)

Loésungsvorschlag

a)
De = MT, Py = My + mwx

2 2
1
Pr + Py + —mw?a? — WITpy.

= H(vapyywvy) = m om. 9

b) Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

) OH 2, 4 . OH p,
= ——— = nmwrtw = ==z
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Ableiten der ersten dieser Gleichungen und Einsetzen der zweiten und dritten
ergibt

Pe = —mw?E + wpy = Pu+ WP =0 = pu(t) = Acos(wt+ ¢),
womit auflerdem folgt
(1) = 2= sin(wt + ) +
z(t) = — sin(w Zo.
mw 0
Wir wissen weiterhin
py = konst. = muyg

und konnen daraus folgern

A A
Yy =19 —wxog— —sin(wt+¢) = y(t) = — cos(wt + @) + (vo — wzo)t + Yo.
m mw

Nun haben wir mit {4, ¢, v, zo, 3o} allerdings fiinf freie Konstanten fiir nur vier
DGLs erster Ordnung, sie konnen also nicht alle unabhéngig voneinander sein.
Setzen wir unsere gefundenen Losungen in die erste der Bewegunsgleichungen ein,
so folgt

A
—Awsin(wt + ¢) = —mw? < sin(wt + ¢) + xo) +wmug = vy = wo
mw
und die Losungen fiir p, und y lassen sich zu

A
py(t) = mwzo, y(t) =yo + — cos(wt + ¢)

umschreiben.



3. Phasenraum eines mathematischen Pendels (8 Punkte)

a) Skizzieren Sie die Trajektorien eines mathematischen Pendels (Massepunkt der
Masse m im Potential U = —mgl cos §) im Phasenraum (6, pg). Unterscheiden Sie
dabei die Fille E < mgl und E > mgl. (3 Punkte)

b) Finden Sie die Jacobi-Matrix fiir die infinitesimale Abbildung

(6(2),po(t)) = (0(t + di), po(t + di)).

Vergewissern Sie sich, dass der Satz von Liouville erfiillt ist. Skizzieren Sie fiir die
Félle # = 0, § = 7/2 und 6§ = 7 wie sich ein infinitesimales Volumenelement des
Phasenraums (A6, App) unter solch einer Transformation verhilt. (5 Punkte)

Losungsvorschlag
a) Es gilt

[y

L= iml 0° + mgl cos 6
und

P2
H=FE==%_mglcosb,

2m

womit folgt

py = £V 2mi2\/E + mgl cos .

Fiir £ < mgl schwingt das Pendel. Die Trajektorien im Phasenraum sind geschlos-
sene Kurven, die im Uhrzeigersinn durchlaufen werden (blaue Kurven in Abb. 1).
Fiir E = mgl reicht der mdgliche Variationsbereich der Lagekoordinate 6 von der
Vertikalen (@ = £7) bis wieder zur Vertikalen. Die Schwingungsdauer ist aber un-
endlich. Deswegen durchlduft der Phasenpunkt in Abb. 1 (rote Kurve) nur einen
Teil des oberen oder des unteren Asts der Phasenbahn. Diese Limitationsbewegung
trennt die Schwingungen von den Rotationen des Pendels, die fiir £ > mgl ein-
treten. Letzteren entsprechen die wellenformigen Kurven aulerhalb der Separatrix
im Phasenraumdiagramm (griine Kurven).

Abbildung 1: Phasenraumdiagramm und Trajektorien des mathematischen Pendels.

b) Fiir die gesuchte infinitesimale Abbildung gilt

O(t + dt) = () + H(t)dt = 6(t) + %—I;dt = 0(t) + ]%(t)dt,
OH

po(t + dt) = po(t) + po(t)dt = pp(t) — 50 = po(t) + mgl sin Odt.
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Abbildung 2: Verwandlung des Phasenraum fiir Falle: =0, 0 = 3, 0 = .

Mit Ay = (Af, Apy) konnen wir dies ausdriicken iiber eine Jacobi-Matrix als

A= NN OBTi g INAN 1 N AG
Yi= - 0Ay; Yi Apg)  \mglcosOdt 1) \Apg)’

Da det(...) = 1 in der fithrenden Ordnung von dt, ist das Volumen des betrachteten
Phasenraumelements konstant, der Satz von Liouville ist also erfiillt. Die Trans-
formationen des infinitesimalen Volumenelementes fiir verschiedene 6 sind in Abb.
2 skizziert.



