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1. Poisson-Klammern (7 Punkte)

Die Poisson-Klammer {A,B} zweier Größen A(q,p, t) und B(q,p, t) ist definiert als

{A,B} =
∑
j

(
∂A

∂qj

∂B

∂pj
− ∂A

∂pj

∂B

∂qj

)
.

a) Beweisen Sie die Jacobi-Identität (1 Punkt)

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0.

b) Es sei L = r × p der Drehimpuls. Zeigen Sie (jeweils 1 Punkt):

(i) {Li,p
2} = 0 (ii) {Li,L

2} = 0

(iii) {Li, Lj} =
∑

k εijkLk (mit dem Levi-Civita-Symbol εijk)

Hinweis: Nutzen Sie
∑

i εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl.

c) Zeigen Sie: Sind A und B Erhaltungsgrößen d
dtA = 0 = d

dtB, die explizit von

der Zeit abhängen ∂
∂tA ̸= 0 ̸= ∂

∂tB, so ist auch {A,B} eine Erhaltungsgröße. (2
Punkte)

d) Angenommen, Sie wissen, dass in einem System Lx, Ly und pz erhalten sind.
Welche weiteren Erhaltungsgrößen können Sie daraus folgern? (1 Punkt)

2. Kanonische Transformationen (13 Punkte)

a) Für welche Parameter α, β, γ, δ ist die Transformation

Q = qαpβ, P = −qγpδ

in einem System mit einem Freiheitsgrad kanonisch? (1 Punkt)

b) Betrachten Sie die kanonische Transformation in einer Dimension gegeben durch

Q = q−pt/m, P = p für ein freies Teilchen H = p2

2m . Da es sich hierbei um eine ex-
plizit zeitabhängige Transformation handelt, ist H ′(Q,P ) ̸= H(q(Q,P ), p(Q,P )).
Nutzen Sie die Bewegungsgleichungen, um die Hamiltonfunktion H ′ in den trans-
formierten Koordinaten zu finden. (2 Punkte)

Eine kanonische Transformation (q,p, t) → (Q,P , t) lässt sich durch eine sogenannte
erzeugende Funktion F (q,Q, t) beschreiben mit

∂F

∂qj
= pj ,

∂F

∂Qj
= −Pj ,

∂F

∂t
= H ′ −H,

wobei H ′ die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten ist. Mehr Einzelheiten und
ein Beispiel dazu können Sie im Vorlesungsskript im Abschnitt 6.5 nachlesen.



c) Finden Sie für die beiden kanonischen Transformationen in den Aufgabenteilen a)
und b) jeweils die zugehörige erzeugende Funktion. Überprüfen Sie für Aufgaben-
teil b), dass ∂F

∂t = H ′ −H gilt. (4 Punkte)

d) Betrachten Sie ein System in einer Dimension beschrieben durch die Hamilton-
funktion H(p, q) = 1

2(p
2 + q2). Bestimmen Sie die kanonische Transformation, die

durch

F (q,Q) = Q arcsin

(
q√
2Q

)
+

q

2

√
2Q− q2

erzeugt wird und finden Sie die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten (Q,P ).
Überprüfen Sie, dass {Q,P}q,p = 1 gilt. Skizzieren Sie die möglichen Trajektorien
sowohl im (q, p)- als auch im (Q,P )-Phasenraum. (6 Punkte)

Hinweis: d
dx arcsin(x) =

1√
1−x2

, arctan(x) = arcsin
(

x√
1+x2

)


