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1. Poisson-Klammern (7 Punkte)

Die Poisson-Klammer {A,B} zweier Größen A(q,p, t) und B(q,p, t) ist definiert als

{A,B} =
∑
j

(
∂A

∂qj

∂B

∂pj
− ∂A

∂pj

∂B

∂qj

)
.

a) Beweisen Sie die Jacobi-Identität (1 Punkt)

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0.

b) Es sei L = r × p der Drehimpuls. Zeigen Sie (jeweils 1 Punkt):

(i) {Li,p
2} = 0 (ii) {Li,L

2} = 0

(iii) {Li, Lj} =
∑

k εijkLk (mit dem Levi-Civita-Symbol εijk)

Hinweis: Nutzen Sie
∑

i εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl.

c) Zeigen Sie: Sind A und B Erhaltungsgrößen d
dtA = 0 = d

dtB, die explizit von

der Zeit abhängen ∂
∂tA ̸= 0 ̸= ∂

∂tB, so ist auch {A,B} eine Erhaltungsgröße. (2
Punkte)

d) Angenommen, Sie wissen, dass in einem System Lx, Ly und pz erhalten sind.
Welche weiteren Erhaltungsgrößen können Sie daraus folgern? (1 Punkt)

Lösungsvorschlag

a) Wir nutzen die Notation ∂A
∂qj

≡ Aqj und den Fakt, dass partielle Ableitungen

kommutieren, also Aqjqk = Aqkqj usw. Dann ist

{A, {B,C}} = {A,
∑
j

(BqjCpj −BpjCqj )}

=
∑
j,k

[
Aqk(BqjpkCpj +BqjCpjpk −BpjpkCqj −BpjCqjpk)

−Apk(BqjqkCpj +BqjCpjqk −BpjqkCqj −BpjCqjqk)
]

und die anderen beiden Terme folgen daraus jeweils aus der Permutation A →
B → C → A

{B, {C,A}} =
∑
j,k

[
Bqk(CqjpkApj + CqjApjpk − CpjpkAqj − CpjAqjpk)

−Bpk(CqjqkApj + CqjApjqk − CpjqkAqj − CpjAqjqk)
]

{C, {A,B}} =
∑
j,k

[
Cqk(AqjpkBpj +AqjBpjpk −ApjpkBqj −ApjBqjpk)

−Cpk(AqjqkBpj +AqjBpjqk −ApjqkBqj −ApjBqjqk)
]
.



Sammeln wir alle Ausdrücke, die mitAqj multipliziert werden (in der ersten Summe
benennen wir j ↔ k um), so finden wir

BqkpjCpk +BqkCpkpj −BpkpjCqk −BpkCqkpj

−BqkCpjpk +BpkCpjqk + CqkBpjpk − CpkBpjqk = 0.

Entsprechendes gilt, wenn wir alle Terme addieren, die mitApj multipliziert werden

− (BqkqjCpk +BqkCpkqj −BpkqjCqk −BpkCqkqj )

+BqkCqjpk −BpkCqjqk − CqkBqjpk + CpkBqjqk = 0.

Damit haben wir uns schon um 16 der 24 Terme gekümmert. Übrig bleibt∑
j,k

(ApjpkBqkCqj −AqjpkBqkCpj −ApjqkBpkCqj +AqjqkBpkCpj

AqkpjBpkCqj −ApkpjBqkCqj −AqkqjBpkCpj +ApkqjBqkCpj ) = 0.

Insgesamt folgt also die Jacobi-Identität.

b) Es ist Li = εijkrjpk, wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention nutzen, und
wir wissen {qj , pk} = δjk, {qj , qk} = {pj , pk} = 0.

(i) {Li,p
2} = εilm{rlpm, pjpj} = 2εilm{rl, pj}pmpj = 2εijmpjpm = 2(p× p)i = 0.

(ii) {Li,L
2} = 2{Li, Lj}Lj = 2εijkLjLk = 2(L×L)i = 0, wobei das Ergebnis der

(iii), das gleich bewiesen wird, schon genutzt wurde.

(iii) {Li, Lj} = εiklεjmn{rkpl, rmpn} = εiklεjmn({pl, rm}rkpn + {rk, pn}plrm)

= (εlimεljn + εkniεkjm)rmpn = (δjnδim − δinδjm)rmpn

= εijkεkmnrmpn = εijkLk.

c) Die Zeitentwicklung einer Größe A in einem System mit Hamiltonfunktion H kann
ausgedrückt werden durch d

dtA = {A,H} + ∂
∂tA. Für

d
dtA = 0 = d

dtB ist also

{A,H} = − ∂
∂tA, {B,H} = − ∂

∂tB und es folgt mithilfe der Jacobi-Identität

{{A,B}, H} = {A, {B,H}}+ {B, {H,A}} = −{A, ∂B
∂t

}+ {B,
∂A

∂t
} = − ∂

∂t
{A,B}.

Damit

d

dt
{A,B} = {{A,B}, H}+ ∂

∂t
{A,B} = 0.

d) Da {Lx, Ly} = Lz, ist auch Lz und damit der gesamte Drehimpuls L erhalten.
Weiterhin gilt {Lx, pz} = {ypz − zpy, pz} = −py und {Ly, pz} = {zpx − xpz, pz} =
px, womit auch p eine Erhaltungsgröße ist.

2. Kanonische Transformationen (13 Punkte)

a) Für welche Parameter α, β, γ, δ ist die Transformation

Q = qαpβ, P = −qγpδ

in einem System mit einem Freiheitsgrad kanonisch? (1 Punkt)

b) Betrachten Sie die kanonische Transformation in einer Dimension gegeben durch

Q = q−pt/m, P = p für ein freies Teilchen H = p2

2m . Da es sich hierbei um eine ex-
plizit zeitabhängige Transformation handelt, ist H ′(Q,P ) ̸= H(q(Q,P ), p(Q,P )).
Nutzen Sie die Bewegungsgleichungen, um die Hamiltonfunktion H ′ in den trans-
formierten Koordinaten zu finden. (2 Punkte)



Eine kanonische Transformation (q,p, t) → (Q,P , t) lässt sich durch eine sogenannte
erzeugende Funktion F (q,Q, t) beschreiben mit

∂F

∂qj
= pj ,

∂F

∂Qj
= −Pj ,

∂F

∂t
= H ′ −H,

wobei H ′ die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten ist. Mehr Einzelheiten und
ein Beispiel dazu können Sie im Vorlesungsskript im Abschnitt 6.5 nachlesen.

c) Finden Sie für die beiden kanonischen Transformationen in den Aufgabenteilen a)
und b) jeweils die zugehörige erzeugende Funktion. Überprüfen Sie für Aufgaben-
teil b), dass ∂F

∂t = H ′ −H gilt. (4 Punkte)

d) Betrachten Sie ein System in einer Dimension beschrieben durch die Hamilton-
funktion H(p, q) = 1

2(p
2 + q2). Bestimmen Sie die kanonische Transformation, die

durch

F (q,Q) = Q arcsin

(
q√
2Q

)
+

q

2

√
2Q− q2

erzeugt wird und finden Sie die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten (Q,P ).
Überprüfen Sie, dass {Q,P}q,p = 1 gilt. Skizzieren Sie die möglichen Trajektorien
sowohl im (q, p)- als auch im (Q,P )-Phasenraum. (6 Punkte)

Hinweis: d
dx arcsin(x) =

1√
1−x2

, arctan(x) = arcsin
(

x√
1+x2

)
Lösungsvorschlag

a) Damit eine Transformation kanonisch ist, muss auch für die neuen Koordinaten
{Q,P} = 1 gelten. Wir untersuchen also

{Q,P} = −{qαpβ, qγpδ} = (βγ − αδ)qα+γ−1pβ+δ−1 !
= 1.

Damit die p- und q-Abhängigkeit verschwindet, müssen wir also zum einen 1 =
α + γ = β + δ fordern. Drücken wir den Vorfaktor durch α und δ aus, folgt dann
zusätzlich

(1− δ)(1− α)− αδ = 1− δ − α
!
= 1.

Folglich ist die Transformation genau dann kanonisch, wenn sie allein durch α
parametrisiert werden kann als

Q = qαp1+α, P = −q1−αp−α. (1)

b) Es ist

Q̇ = q̇ − ṗt

m
− p

m
=

∂H

∂p
+

∂H

∂q

t

m
− p

m
=

p

m
+ 0− p

m
= 0 =

∂H ′

∂Q

sowie

Ṗ = ṗ = −∂H

∂q
= 0 = −∂H ′

∂P
.

Es folgt direkt H ′(Q,P ) = konst., und da additive Konstanten irrelevant sind für
Hamiltonfunktionen, können wir H ′(Q,P ) = 0 setzen.



c) Es soll zum einen gelten ∂F
∂q = p. Für die Transformation aus Aufgabenteil a)

heißt das ∂F
∂q = Q

1
1+α q−

α
1+α , also F (q,Q) = (1 + α)(qQ)

1
1+α +C(Q). Rechnet man

nun ∂F
∂Q aus und setzt es gleich −P = q1−αp−α = q

1
1+αQ− α

1+α , so sieht man, dass
C(Q) = 0.

Für den Aufgabenteil b) führen wir die gleichen Betrachtungen durch und fin-

den mit p = m(q−Q)
t , F (q,Q) = m(q−Q)2

2t . Es gilt hier dann H ′ = H + ∂F
∂t =

1
2m

m2(q−Q)2

t2
− m(q−Q)2

2t2
= 0, wie wir auch schon aus den Bewegungsgleichungen

gefolgert hatten.

d) Es ist

p =
∂F

∂q
=

√
Q

2

1√
1− q2/2Q

+
1

2

√
2Q− q2 − q2

2

1√
2Q− q2

=
√

2Q− q2

sowie

P = −∂F

∂Q
= − arcsin

(
q√
2Q

)
− q

2

1√
2Q− q2

+
1

2

q√
2Q

1√
1− q2/2Q

= − arcsin

(
q√
2Q

)
.

Aus der ersten Gleichung folgt

Q =
1

2

(
p2 + q2

)
.

Eingesetzt in die zweite Gleichung erhalten wir

P = − arcsin

(
q√

p2 + q2

)
= − arctan

(
q

p

)
.

Es folgt also H ′(Q,P ) = Q.

Wir überprüfen, dass es sich tatsächlich um eine kanonische Transformation handelt

{Q,P} =
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q
= −q

∂

∂p
arctan(q/p)︸ ︷︷ ︸

=−q
p

∂
∂q

arctan(q/p)

+p
∂

∂q
arctan(q/p)

=
q2 + p2

p

∂

∂q
arctan(q/p) =

q2 + p2

p2
1

1 + q2/p2
= 1.

Schließlich wollen wir noch die Trajektorien im Phasenraum skizzieren. In den
”
alten“

Koordinaten lauten die Bewegungsgleichungen

q̇ =
∂H

∂p
= p, ṗ = −∂H

∂q
= −q. (2)

Ableiten der ersten Gleichung und Einsetzen in die zweite ergibt

q̈ + q = 0 ⇒ q(t) = q0 cos(t+ φ0) ⇒ p(t) = q̇(t) = −q0 sin(t+ φ0)

mit zwei von den Anfangsbedingungen abhängigen Konstanten q0 und φ0. Im Phasen-
raum entspricht dies Kreisen um den Ursprung mit Radius q0.

In den transformierten Koordinaten ist

Q̇ =
∂H

∂P
= 0, Ṗ = −∂H

∂Q
= −1.

Dies entspricht Phasenraum-Trajektorien mit konstantem Q und linear abfallendem P .




