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1. Poisson-Klammern (7 Punkte)

Die Poisson-Klammer {A, B} zweier GroBen A(q, p,t) und B(q,p,t) ist definiert als
0A 0B 0A0B
{AB}=)_ ( - > :
J

a) Beweisen Sie die Jacobi-Identitét (1 Punkt)
{A,{B,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A,B}} = 0.

b) Es sei L = r x p der Drehimpuls. Zeigen Sie (jeweils 1 Punkt):
1) {Li,p’}=0 (i) {L;, L*} =0
(iii) {Li, L;j} = > ) €ijels (mit dem Levi-Civita-Symbol ;)
Hinweis: Nutzen Sie Y . €ijk€itm = 0j10km — 0jmOki-
c) Zeigen Sie: Sind A und B Erhaltungsgrofien %A =0= %B, die explizit von
der Zei‘; abhingen %A # 0 # %B, so ist auch {A, B} eine Erhaltungsgrofie. (2
Punkte

d) Angenommen, Sie wissen, dass in einem System L., L, und p. erhalten sind.
Welche weiteren Erhaltungsgrofien kénnen Sie daraus folgern? (1 Punkt)

Loésungsvorschlag

a) Wir nutzen die Notation g—(‘; = Ay und den Fakt, dass partielle Ableitungen

kommutieren, also Ag;q, = Ag.q, usw. Dann ist
{Aa {B7 C}} = {A7 Z(BQijj - Bpj CQj)}
J

- Z [A% (BijkCPj + qu‘ ij’pk - BpjkaQj - Bpj Cijk)
7,k
_Apk (BqJ'Qk ij + qu CPij - BPij qu - BP]' CQij)]

und die anderen beiden Terme folgen daraus jeweils aus der Permutation A —
B—-C—A

{B,{C,A}} = Z [B% (CijkApj + qu Apjpk - ijpkAQj - ij Aqg'pk)
7.k
_Bpk (ng‘% Apj + CQj APij - ijQk AQj - ij A‘]ij:)]
{C.{A,B}} = Z [qu (Aqg'Pk Bpj + Ath Bpjpk - Apjpk BQj - Apj qu'pk)
7.k
_Cpk (AQijBpj + AQj BPij- - AijkBQj - Apj B‘]ij)] .



Sammeln wir alle Ausdriicke, die mit A,, multipliziert werden (in der ersten Summe
benennen wir j <+ k um), so finden wir

BlIkPj Cpk + BQk Cpkpj - Bpkpj CfIk - Bpk CQkpj
- qucpjpk + By, ij(Ik + C(IkBPjpk - CPkBijk = 0.

Entsprechendes gilt, wenn wir alle Terme addieren, die mit A, multipliziert werden

- (BQijCpk + BQkakCIj - BkajCQk - BPkCQij)
+ B‘lk qupk - Bpk ng'% - CQkB‘ijk + Cpkquqk = 0.

Damit haben wir uns schon um 16 der 24 Terme gekiimmert. Ubrig bleibt

Z(ApjpkBQkCQj - A‘ijkBQk ij - AijkBkaQj + Aqg‘%Bpk ij

j?k

A‘Ikpj BkaQj - Apkpj B‘]k qu - AQij Bpkcpj + Apqu' B‘Zk ij) =0
Insgesamt folgt also die Jacobi-Identitét.
b) Es ist L; = €;j57;pk, wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention nutzen, und

wir wissen {q;, pr} = djk, {gj, a} = {pj, pr} = 0.

(i) {Li,0°} = citm{riDm, PP} = 28im {71, pj}Pmpj = 2€ijmpipm = 2(p X P)i = 0.
(i) {Li, L*} =2{L;, L;}L; = 2¢;j1.LjLx = 2(L x L); = 0, wobei das Ergebnis der
(iii), das gleich bewiesen wird, schon genutzt wurde.

(iii) {Li, Lj} = cimi€imn{r,Pl TmPn} = €iki€jmn ({01 Tm }TkDn + {7k Pn}017m)
= (Etim€ljn + €kni€kjm)TmPn = (Ojndim — dindjm)TmpPn
= €ijkEkmnTmPn = EijkLi.
c¢) Die Zeitentwicklung einer Groﬁe A in einem System mit Hamiltonfunktion H kann

ausgedriickt werden durch A = {A,H} + 8A Fir £A4 = 0 = 4B ist also
{A,H} = —%A, {B,H} = — B und es folgt mlthllfe der Jacobi-Identitét

0B 0A 0

{{A,B},H} ={A,{B,H}} +{B,{H,A}} = —{A4, E} +{B A, B}.

75} - _a{ )
Damit

d )
1A By = {4, B}, H} + 2.{4,B} = 0.

d) Da {L,,L,} = L., ist auch L, und damit der gesamte Drehimpuls L erhalten.
Weiterhin gﬂt {anpz} = {ypz - Zpyapz} = —Dy und {Lyvpz} = {Zpa: - xpmpz} =
Pz, womit auch p eine Erhaltungsgrofie ist.

2. Kanonische Transformationen (13 Punkte)

a) Fiir welche Parameter «, /3,7, d ist die Transformation
Q=qp", P=-qp
in einem System mit einem Freiheitsgrad kanonisch? (1 Punkt)

b) Betrachten Sie die kanonische Transformation in einer Dimension gegeben durch

Q = q—pt/m, P = p fiir ein freies Teilchen H = 2-. Da es sich hierbei um eine ex-
plizit zeitabhéngige Transformation handelt, ist H H' (Q,P) # H(q(Q,P),p(Q, P)).
Nutzen Sie die Bewegungsgleichungen, um die Hamiltonfunktion H' in den trans-
formierten Koordinaten zu finden. (2 Punkte)



Eine kanonische Transformation (gq,p,t) — (Q, P,t) ldsst sich durch eine sogenannte
erzeugende Funktion F'(q, @Q,t) beschreiben mit

OF OF oOF

— =p;, —=-P;, —=H —-H

og; 7 0Q; AT ’
wobei H' die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten ist. Mehr Einzelheiten und
ein Beispiel dazu konnen Sie im Vorlesungsskript im Abschnitt 6.5 nachlesen.

c¢) Finden Sie fiir die beiden kanonischen Transformationen in den Aufgabenteilen a)
und b) jeweils die zugehorige erzeugende Funktion. Uberpriifen Sie fiir Aufgaben-
teil b), dass 2€ = H' — H gilt. (4 Punkte)

d) Betrachten Sie ein System in einer Dimension beschrieben durch die Hamilton-
funktion H(p,q) = 5(p* + ¢*). Bestimmen Sie die kanonische Transformation, die
durch

F(q,Q) = Qarcsin (\/Z—Q) + % 2Q — ¢?
erzeugt wird und finden Sie die Hamiltonfunktion in den neuen Koordinaten (@, P).
Uberpriifen Sie, dass {Q, P}, = 1 gilt. Skizzieren Sie die moglichen Trajektorien
sowohl im (g, p)- als auch im (@, P)-Phasenraum. (6 Punkte)

Hinweis: - arcsin(z) = T arctan(x) = arcsin ( 1+CL‘2>
Loésungsvorschlag

a) Damit eine Transformation kanonisch ist, muss auch fiir die neuen Koordinaten
{Q, P} =1 gelten. Wir untersuchen also

{Q, P} = —{¢°p®, P’} = (By — ad)q* T 1pfHot L g,

Damit die p- und ¢-Abhéngigkeit verschwindet, miissen wir also zum einen 1 =
a+ v = f + 0 fordern. Driicken wir den Vorfaktor durch o und ¢ aus, folgt dann
zusétzlich

1-0)(1l-a)—ad=1-56—a=1

Folglich ist die Transformation genau dann kanonisch, wenn sie allein durch «
parametrisiert werden kann als

Q=q¢"p'", P=-—g"p (1)
b) Es ist
ot OH OH t OH'
O=g-2_P_92 /92 P_P g P __
m m Op ogm m m m oQ
sowie
O0H OH'
P=""5¢ apP

Es folgt direkt H'(Q, P) = konst., und da additive Konstanten irrelevant sind fiir
Hamiltonfunktionen, kénnen wir H'(Q, P) = 0 setzen.



c) Es soll zum einen gelten %—g = p. Fiir die Transformation aus Aufgabenteil a)
heifit das 8F Q1+aq 1+a also F(q,Q) = (1+ a)(qQ)lJ%a + C(Q). Rechnet man
nun g—g aus und setzt es gleich —P = ¢!~ %p=@ = qlfa Q_l%a, so sieht man, dass

C(Q) =0
Fiir den Aufgabenteil b) fithren wir die gleichen Betrachtungen durch und fin-
den mit p = M, F(q,Q) = m(qQ;tQ)Q. Es gilt hier dann H' = H + %—f
1 m(g-Q)% _ m(g-Q)?

2m 2 2t2

gefolgert hatten.

= 0, wie wir auch schon aus den Bewegungsgleichungen

d) Esist
L po—gf- ¢ 1 _ oo
\/>«/1—q2/2 e 2\/@ 20—
sowie
P:—aF:—arcsin<q>—q ! —1—1 d ! :—arcsin(q>.
2Q V2G) 2 aa-¢  2V2A -0 V2

Aus der ersten Gleichung folgt

Q=< (p +q%).

Eingesetzt in die zweite Gleichung erhalten wir

P = —arcsin 4 )-_ arctan (q) .
VP + @ p

Es folgt also H'(Q, P) = Q.
Wir iiberpriifen, dass es sich tatsédchlich um eine kanonische Transformation handelt

9QoP  9Q P 9 9
pPl=2— — arct — arct
(Q. Py =55 = 50 G = 4 5 arctan(a/p) +p7 arctan(q/p)

= Tq BQ arctan(q/p)

P +po 24p 1
p? 1+ ¢%/p?

Schliellich wollen wir noch die Trajektorien im Phasenraum skizzieren. In den ,alten
Koordinaten lauten die Bewegungsgleichungen

. OH . OH
q_aip_% P——aiq——q' (2)

Ableiten der ersten Gleichung und Einsetzen in die zweite ergibt

G+q=0 = qt)=qcos(t+¢o) = p(t)=q(t)=—qosin(t+ o)
mit zwei von den Anfangsbedingungen abhéingigen Konstanten ¢y und ¢g. Im Phasen-
raum entspricht dies Kreisen um den Ursprung mit Radius qg.

In den transformierten Koordinaten ist
OH . OH

Q=7p =0 P=—55=-1

Dies entspricht Phasenraum-Trajektorien mit konstantem () und linear abfallendem P.
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