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1. Ebenes Doppel-Pendel (10 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 1 dargestellte ebene Doppel-Pendel. Beide Massenpunkte
bewegen sich nur in der x — 2- Ebene. Die Massen der Massenpunkte sind m; und
ms und die Lingen der massenlosen Stéibe sind /1 und lo. Die Gravitationskraft wirkt
parallel zur z-Achse.

Abbildung 1: Das ebene Doppel-Pendel.

a) Wihlen Sie als generalisierte Koordinaten die Winkel ¢; und ¢2. Geben Sie die
Matrizen m;; und V;; des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens fiir kleine

Schwingungen an. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir ¢; und ¢, her. (3
Punkte)

b) Stellen Sie die Eigenwertgleichung auf und bestimmen Sie die Eigenfrequenzen.
Geben Sie die Normalkoordinaten @y an. (3 Punkte)

c¢) Betrachten Sie nun das Pendel mit [ = I = [. Geben Sie die Eigenfrequenzen und
Eigenvektoren fiir die Grenzfille m; > mgy und m; < mq an und beschreiben Sie
die Bewegung des Pendels in beiden Féllen. (4 Punkte)

Loésungsvorschlag
a) Es ist

r1 =Il1sin¢1, 21 = —ljcoseq,

To = x1 + losin ¢o, 29 = z1 — l2 cOS Po.



Dann folgt

1 = ligp1cos g1, z1 = l1¢18in ¢y,

d9 = L1 cos g1 + laa cos ¢a, 2o = L1y sin ¢y + lagha sin .

Die kinetische Energie lautet

1 1
T =-my (27 + 47) + -mo (23 + 43)

2 2
1 . 1 . o
=3 (my + ma) 1163 + 5ma [l2¢g + 2041 cos (¢1 — p2) PT03

wobel wir cos ¢1 cos ¢2 + sin ¢1 sin ¢a = cos(¢1 — ¢2) benutzt haben.
Die potenzielle Energie ist

U = g(miz1 + maza) = — (mq + ma) gly cos ¢1 — magly cos ¢s.

und es folgt die Lagrange-Funktion

1 1 : .
L=T—U= 2 (m+ma) b} + 5ma |1263 + 2Dila cos (61 — o) ¢%¢>§}

2
+ (m1 + ma) gly cos @1 + magls cos ¢a.

Die Bewegungsgleichungen lauten

mo

brr 2 [Bsin(61 — 60) + acos(on — )] + Lsingr =0,

m1—i—m2l

b2+ — { @3 sin(¢r — pa) + 1 cos(¢1 — ¢2)} A sin ¢ = 0.

Fiir kleine Schwingungen ¢; < 1, ¢ < 1 konnen diese Gleichungen linearisiert
werden. Das bedeutet, dass wir die folgenden Niherungen benutzen

.%‘2

sint ~x,cosx ~1— Eh

Die Lagrange-Funktion fiir kleine Schwingungen ist dann

1 1
L~ 2m1l 207 + 5me <l1¢1 +lz¢2)

1
(m1 + mg)gllqﬁl — 57712912(}52 + (m1 + ma)gly + magle

2
1 .
=3 Z (mij¢i¢j - Vz’jcf)z‘qu) + (ma + ma)gl + magls

\V] \

mit den Matrizen 7 und V

= (m1 + mg)l% molils V _ (m1 + m2)911 0
mglllg TTLQZ% ’ 0 nglg )

Die Bewegungsgleichungen fiir kleine Schwingungen folgen mithilfe der Matrizen
m, V und > (mijdj + Vijpj) = 0, i = 1,2, oder aus der Linearisierung der oben
angegebenen Bewegungsglelchungen zZu

. mo
4+ —= +
1 mi + ma lq ¢2 ¢1

¢2+*¢1+*¢2=0
lo lo



b) Die Eigenwertgleichung lautet det(V — w?r) = 0. Also

[(ml + mg)gly — w?(my + mg)lﬂ (mgglg — w2m2l%) — (Wmalil)?> =0

= mlmzl%lg(w2)2 — (m1 + mz)mgglllg(ll + lg)w2 + (m1 + mg)mgg2lll2 =0

und es ergeben sich die Eigenfrequenzen

ot = & ,
L+ lo+ /(L1 + 12)% — 4lylomy /(my + ma)
2 29
Wa

il — V(1 + 1) — 4lylamy /(my + ma)

Die (nicht-normierten) Eigenvektoren folgen aus

k
> (Vy — wimip)AfY =0

i=1,2
Zu
mo /(M1 +m mao/(m1 +m
AW < 2/_(l1—112—d 2)) CA® = ( 2/_(l1—112+d 2)> ’
219 212
wobei

d= \/(ll + l2)2 — 4l1l2m1/(m1 + mg)

definiert wurde. Aus den Vektoren Agk) bilden wir die quadratische Matrix & mit
Koeffizienten c¢;:

b=l —d l1—lo+d

. cima/(m1 +m comso/(m1 +m
a:<a>ij:(clA<l>,@A<2>):<1 2/ | 2) o ) 2)>.
2 2

Die Koeffizienten ¢; werden aus der Normierung a” ma = 1 bestimmt:

= [Pt 1 "
mo ml(ll —12)2+m2(l1 +l2)2 +d(l1(m2 —ml) —‘rlg(ml —|—m2)) ’

co = [Q(ml +ma) 1 ]1/2
ma mi(li —12)? + ma(li +12)? — d (I1(ma2 — m1) + la(m1 + m2)) '

Fiir die Normalkoordinaten Q. gilt

= (1) =a(g) =i+ G=a3
1

aTma = T — Q =a"me

[t
Q>

—a =

und wir erhalten

c1ma

Q1 = 5 |:l1(l1+l2+d)¢1+12

!
11+12—m“+d>¢2},

m1 + mg

Q2 = camma l:ll(ll + 1l —d)p1 + 1o <l1 +1l2 — _mb d) @} ‘

2 my1 + mg




c) Fiir iy =1y =1 1ist

2 g/l

CL)LQ— .
1+ \/mg/(ml +m2)

Fiir my > meo gilt

2 9
W1,2—7

Betrachten wir zusitzlich die Eigenvektoren A(*)) sehen wir, dass das bedeutet,
die Masse mq beinahe in Ruhe ist, und die Masse ms mit der iiblichen Pendel-

Frequenz /g/1 oszilliert.
Fiir m; < mo gilt

w2 ~ g/ ~ 9
P14 1 —my/(2me)] 20
und
I l 2
Wl g/ g/ _ 2gmg

L= I—mijms  1-[L—mi/@m)] I m’

Die erste Mode (w;) entspricht einem Pendel der Linge 2I. Fiir diese Mode gilt
Agl) ~ Agl), d.h., dass das Doppel-Pendel sich wie ein einzelnes Pendel der Léange

2] bewegt. Fiir die zweite Mode (w2) gilt A(22) ~ —A&Q). Das bedeutet, dass die
Masse mgo ungefiahr in Ruhe bleibt und m; schwingt.

2. Asymmetrisches dreiatomiges Molekiil (10 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 2 skizzierte Model fiir ein dreiatomiges lineares Molekiil.
Die drei Atome der Massen m1 = mo = m und ms = M sind iiber zwei Federn der
Federkonstanten k und 2k miteinander verbunden und konnen sich nur entlang der
Molekiilachse bewegen. Der Gleichgewichtsabstand zwischen benachbarten Atomen sei
[. Die Auslenkungen aus den jeweiligen Ruhelagen werden mit z; (i = 1,2, 3) bezeichnet.

Abbildung 2: Asymmetrisches dreiatomiges Molekiil.

a) Geben Sie die Lagrange-Funktion des Molekiiles und die zugehorigen Matrizen m;;
und Vj; an. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und zugehorigen Eigenvektoren. Was ergibt
sich im Limes M — oo? (3 Punkte)
Hinweis: Eine der Losungen ist w? = 0. Sie entspricht einer gleichférmigen Bewe-
gung des ganzen Molekiils entlang der z-Achse.

c¢) Betrachten Sie nun den Fall M = 2m. Geben Sie die Normalkoordinaten @) und
die allgemeine reelle Losung an. (5 Punkte)



Loésungsvorschlag

a) Die Langrange-Funktion des Molekiiles lautet:

L:§($%+x%)+ 2.7}%—5(1'2—.1‘1)2—]’6(1‘3—3}2)2.

Dies ldsst sich auch schreiben als

| N S 1 y
L= B (mex - xTVx) =3 Z [mijdid; — Vijria;)
ij

mit den beiden (symmetrischen) Matrizen

m 0 0 R k. -k 0
m=0 m o, V=|—-k 3k -2
0 0 M 0 -2k 2k
b) Eigenwertgleichung:
k—w?m —k 0
0= —k 3k —w?m —2k
0 —2k 2k —w?M

= (k — w?m)(3k — w?m)(2k — W2M) — k*(2k — w? M) — 4k*(k — w?m)
= —w? [Mm*w? — 2km(2M + m)w® + 2k*(M + 2m)] .

Figenfrequenzen:
w% =0,
k 2M 2M?
W#M0+m_1+w>
k 2M 2M?2
w§:M<1+m+ 1+ m2>.

Eigenvektoren (nichtnormierte):

> (Vig —wimyy) A =0,
i
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Limes M — oo:

W3 = (2= VDk/m, W} = (2+V2)k/m.



c) Fiir M = 2m erhalten wir:

und
1 1 1
AN = 1], A@ =10 |, A®=]-3
1 -1 1

Aus den Vektoren Agk) bilden wir die quadratische Matrix a mit Koeffizienten c¢;:

C1 C2 C3
a= <C1A(1), CQA(2), CgA(s)) == (&) 0 —363
C1 —62/2 C3

Aus der Normierung a’7ma = 1 bestimmen wir die Koeffizienten c¢;:

1 2 1
Co = 5 > 3=

2y/m’ 3m

Cc1 =

Normalkoordinaten:

_Vm

Q1= 5 (x1+:c2+2:c3),

2m
Q2 = ?(3«"1 — x3),

_vm
2v3

Losung mit wf = 0: In Normalkoordinaten lautet die enstprechende Gleichung

Q1 =0

Qs (1 — 329 + 223).

und damit ist die Losung gegeben durch

Q(t) = prit + ai,

was einer gleichformigen Bewegung des gesamten Molekiiles entspricht.
Die allgemeine Losung:

1 1 1
f(t) =11 (ﬂlt + 041) + 0 B9 COS(wgt + Oég) + | -3 83 COS(wgt + 043)
1 —1/2 1

mit den sechs reellen Konstanten «;, 8;; (i = 1;2;3). Es sind sechs Konstanten, da
wir es mit drei Differentialgleichungen zweiter Ordung zu tun haben.



