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1. Ebenes Doppel-Pendel (10 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 1 dargestellte ebene Doppel-Pendel. Beide Massenpunkte
bewegen sich nur in der x − z- Ebene. Die Massen der Massenpunkte sind m1 und
m2 und die Längen der massenlosen Stäbe sind l1 und l2. Die Gravitationskraft wirkt
parallel zur z-Achse.

Abbildung 1: Das ebene Doppel-Pendel.

a) Wählen Sie als generalisierte Koordinaten die Winkel ϕ1 und ϕ2. Geben Sie die
Matrizen mij und Vij des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens für kleine
Schwingungen an. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen für ϕ1 und ϕ2 her. (3
Punkte)

b) Stellen Sie die Eigenwertgleichung auf und bestimmen Sie die Eigenfrequenzen.
Geben Sie die Normalkoordinaten Qk an. (3 Punkte)

c) Betrachten Sie nun das Pendel mit l1 = l2 = l. Geben Sie die Eigenfrequenzen und
Eigenvektoren für die Grenzfälle m1 ≫ m2 und m1 ≪ m2 an und beschreiben Sie
die Bewegung des Pendels in beiden Fällen. (4 Punkte)

Lösungsvorschlag

a) Es ist

x1 = l1 sinϕ1, z1 = −l1 cosϕ1,

x2 = x1 + l2 sinϕ2, z2 = z1 − l2 cosϕ2.



Dann folgt

ẋ1 = l1ϕ̇1 cosϕ1, ż1 = l1ϕ̇1 sinϕ1,

ẋ2 = l1ϕ̇1 cosϕ1 + l2ϕ̇2 cosϕ2, z2 = l1ϕ̇1 sinϕ1 + l2ϕ̇2 sinϕ2.

Die kinetische Energie lautet
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wobei wir cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2 = cos(ϕ1 − ϕ2) benutzt haben.
Die potenzielle Energie ist

U = g (m1z1 +m2z2) = − (m1 +m2) gl1 cosϕ1 −m2gl2 cosϕ2.

und es folgt die Lagrange-Funktion
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Die Bewegungsgleichungen lauten
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Für kleine Schwingungen ϕ1 ≪ 1, ϕ2 ≪ 1 können diese Gleichungen linearisiert
werden. Das bedeutet, dass wir die folgenden Näherungen benutzen
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2
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Die Lagrange-Funktion für kleine Schwingungen ist dann

L ≃ 1

2
m1l

2
1ϕ̇

2
1 +

1

2
m2

(
l1ϕ̇1 + l2ϕ̇2

)2
− 1

2
(m1 +m2)gl1ϕ

2
1 −

1

2
m2gl2ϕ

2
2 + (m1 +m2)gl1 +m2gl2

=
1

2

2∑
ij=1

(
mijϕ̇iϕ̇j − Vijϕiϕj

)
+ (m1 +m2)gl1 +m2gl2

mit den Matrizen m̂ und V̂

m̂ =

(
(m1 +m2)l

2
1 m2l1l2

m2l1l2 m2l
2
2

)
, V̂ =

(
(m1 +m2)gl1 0

0 m2gl2

)
.

Die Bewegungsgleichungen für kleine Schwingungen folgen mithilfe der Matrizen
m̂, V̂ und

∑
j(mijϕ̈j + Vijϕj) = 0, i = 1, 2, oder aus der Linearisierung der oben
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b) Die Eigenwertgleichung lautet det(V̂ − ω2m̂) = 0. Also[
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und es ergeben sich die Eigenfrequenzen
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Die Koeffizienten ci werden aus der Normierung âT m̂â = 1̂ bestimmt:
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Für die Normalkoordinaten Qk gilt
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c) Für l1 = l2 = l ist
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Betrachten wir zusätzlich die Eigenvektoren A(k)) sehen wir, dass das bedeutet,
die Masse m1 beinahe in Ruhe ist, und die Masse m2 mit der üblichen Pendel-
Frequenz

√
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Die erste Mode (ω1) entspricht einem Pendel der Länge 2l. Für diese Mode gilt

A
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Masse m2 ungefähr in Ruhe bleibt und m1 schwingt.

2. Asymmetrisches dreiatomiges Molekül (10 Punkte)

Betrachten Sie das in Abb. 2 skizzierte Model für ein dreiatomiges lineares Molekül.
Die drei Atome der Massen m1 = m2 = m und m3 = M sind über zwei Federn der
Federkonstanten k und 2k miteinander verbunden und können sich nur entlang der
Molekülachse bewegen. Der Gleichgewichtsabstand zwischen benachbarten Atomen sei
l. Die Auslenkungen aus den jeweiligen Ruhelagen werden mit xi (i = 1, 2, 3) bezeichnet.

Abbildung 2: Asymmetrisches dreiatomiges Molekül.

a) Geben Sie die Lagrange-Funktion des Moleküles und die zugehörigen Matrizen mij

und Vij an. (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und zugehörigen Eigenvektoren. Was ergibt
sich im Limes M → ∞? (3 Punkte)
Hinweis: Eine der Lösungen ist ω2 = 0. Sie entspricht einer gleichförmigen Bewe-
gung des ganzen Moleküls entlang der x-Achse.

c) Betrachten Sie nun den Fall M = 2m. Geben Sie die Normalkoordinaten Qk und
die allgemeine reelle Lösung an. (5 Punkte)



Lösungsvorschlag

a) Die Langrange-Funktion des Moleküles lautet:
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ẋ21 + ẋ22
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Dies lässt sich auch schreiben als
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b) Eigenwertgleichung:
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Limes M → ∞:
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c) Für M = 2m erhalten wir:
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Aus den Vektoren A
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Aus der Normierung âT m̂â = 1̂ bestimmen wir die Koeffizienten ci:
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Normalkoordinaten:
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Lösung mit ω2
1 = 0: In Normalkoordinaten lautet die enstprechende Gleichung

Q̈1 = 0

und damit ist die Lösung gegeben durch

Q(t) = β1t+ α1,

was einer gleichförmigen Bewegung des gesamten Moleküles entspricht.
Die allgemeine Lösung:
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mit den sechs reellen Konstanten αi, βi; (i = 1; 2; 3). Es sind sechs Konstanten, da
wir es mit drei Differentialgleichungen zweiter Ordung zu tun haben.


