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1. Gekoppelte Pendel (14 Punkte)

Wir betrachten das in der Abbildung dargestelle System aus zwei mathematischen Pen-
deln der Lange [ mit Massen mi und meo, die in einer Entfernung d voneinander auf-
gehingt sind. Eine massenlose Feder mit Federkonstanten k, die jeweils in einem Ab-
stand s unterhalb des Aufhdngepunktes an den Pendeln befestigt ist, koppelt die beiden
Pendel. Die Auslenkung der Pendel aus der Ruhelage beschreiben wir mit den beiden
Winkeln ¢; und ¢9. Die Gleichgewichtslénge der Feder betrage d und es wirke die
Schwerkraft g in negative y-Richtung.
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a) Bestimmen Sie die Lagrangefunktion des Systems fiir kleine Auslenkungen und
schreiben Sie sie in der Form

1.7, . 1 ~
L= b 6"V
2 2
mit ¢ = (41, P2)”. Geben Sie die Matrizen 7 und V und die zugehérigen Bewe-

gungsgleichungen an. (3 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen w,%:m und die Eigenvektoren A% des Pro-
blems. Beschreiben Sie die Bewegung des Systems fiir beide Eigenmoden. Geben
Sie die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen an. (4 Punkte)

c¢) Fiir den Fall m; = mg: Beschreiben Sie mithilfe der allgemeinen Losung, was fiir
eine Bewegung sich ergibt, wenn zu Beginn nur eines der beiden Pendel aus seiner
Gleichgewichtslage ausgelenkt wird. (2 Punkte)

d) Auf die Masse m; wirke nun eine periodische Kraft F'(t) = focos(2t)/l mit einer
Konstanten fo und Q2 # w,%zl 5. Die neue Lagrangefunktion lautet dann

L= 3o b 8"Ve+ F(1) &



mit £(t) = (fo,0)” cos Qt. Finden Sie auch in diesem Fall die allgemeine Losung der
Bewegungsgleichungen. Machen Sie hierzu fiir die partikuldre Losung den Ansatz
Dp(t) = D b A®) cos(Qt) und nutzen Sie die Eigenschaften der Vektoren A®*),
um die Koeffizienten by zu bestimmen. (5 Punkte)

Loésungsvorschlag

a)

Die kinetische Energie lautet

1

1 . .
T = —ml?¢3 + §m2l2q§§. (1)

2

Die potentielle Energie setzt sich zusammen aus dem Beitrag aus der Gravitation

l
Uy = —gl(mq cos ¢1 + ma cos ¢2) =~ konst. + % (m1¢>% + m2¢%) (2)

und der Feder

_ ks i 2 2 oy 2.2 PL— P2
Uk = - ((sin ¢y — sin ¢2)? + (cos ¢y — cos ¢2)°) = 2ks* sin 5
1
~ Sks(61 = 92)*, (3)
Insgesamt also
_ Lz Lozaz 9 2 oy Ly o0 0
L= 2m1l P71 + 2m2l ¢35 5 (m1¢7 + mad3) 2k5 (1 — ¢2) (4)

1. mql? 0 ¢.51 1 magl + ks> —ks? 1
= 2(¢1,¢2)< 0 m212> <¢2> - 2(¢1,¢2)< " g2 mggl+k82> <¢2>

und die gesuchten Matrizen lauten

L myl? 0 ~  (mygl+ ks? —ks?
m= < 0 m2l2> » V= ( —ks? mogl + ks? ) - (5)
Die Bewegungsgleichungen folgen aus ¢ + V¢ = 0 und lauten
- g ks? B ks?
¢1 + <l + mllz) ¢1 = m1l2¢2’

- g ks? B ks?
P2 + (l + mgl2> P2 =1

Die Eigenwertgleichung lautet det(V — w?m) = 0. Daraus ergeben sich die Eigen-
frequenzen

g g  k(mi+mo) 52
I’ l

+ (6)

2 _ 2 _
Wy = Wy =

mima 12

und die zugehorigen Eigenvektoren lauten

A

= m G) A = mz (%J "

wobei wir so normiert haben, dass AT 5 AK) — Opk-

Die erste der beiden Eigenmoden entspricht damit einer gleichphasigen Schwin-
gung beider Pendel mit gleicher Amplitude, sodass die Feder zu jedem Zeitpunkt



entspannt ist und entsprechend die Eigenfrequenz einfach der iiblichen Pendelfre-
quenz entspricht. Die zweite Schwingungsmode ist eine gegenphasige Schwingung,
wobei das Amplitudenverhéltnis der beiden Pendel durch das Massenverhéltnis
bestimmt wird. Hier wird die Feder wahrend der Bewegung periodisch auseinan-
dergezogen und zusammengedriickt und entsprechend ist die Eigenfrequenz hoher
als die der einfachen Pendelschwingung.

Die allgemeine Losung ergibt sich aus einer Linearkombination der beiden Eigen-
moden zu

o(t) = Z cr AP cos(wit — ©p), (8)

k=1,2
wobei cp=1 2 und @i 2 aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende Konstanten
sind.

Sei die erste Masse zu Beginn um einen Winkel #1(0) = ¢ ausgelenkt, die zweite
Masse bei ¢2(0) = 0 und ¢ = (0,0)%. Fiir m; = mg = m soll also gelten

< (0)> 1 (01 cos(p1) + c2 Cos(g@)) * <¢0> ()
$2(0) V2mi \c1 cos(p1) — 2 cos(p2) 0
( '1(0)> _ 1 (w101 sin(p1) + waco sin(g02)> L (0> (10)
?2(0) V2ml \wict sin(pr) — waca sin(g2) 0
Entsprechend wéhlen wir o1 = @2 =0 und ¢; = ¢co = \/%lqbo /2. Es ergibt sich

o1(t) = %(Cos(wlt) + cos(wat)) = ¢ cos <(wz—2wl)t> cos <(w1—|—2wg)t> (11)

bo(t) = %(cos(wlt) — cos(wat)) = dosin (W) sin <(°"1+2“2)t> . (12)

Wie in Abb. 1 gezeigt, entspricht dies einem Bewegungsmuster, bei dem die Schwin-
gungsenergie periodisch zwischen den beiden Pendeln ,,ausgetauscht* wird. Dabei
ist die Frequenz dieses Energieaustausches gegeben durch (we —wq)/2 (,,Einhiillen-
de*), wihrend die Schwingungsfrequenz etwa (w; 4+ w2)/2 betrigt. Dieses Phéno-
men wird Schwebung genannt.

Die neue Bewegungsgleichung lautet

e+ Ve = ft), (13)

sie ist also inhomogen und die allgemeine Losung ergibt sich als Summe aus der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung (also Gl. (8)) und einer partikulidren
Losung der inhomogenen Gleichung. Fiir die partikuldre Losung machen wir den
Ansatz ¢, (t) = ;. b, A cos(§2t) was, eingesetzt in die Bewegungsgleichung, auf

(fo = (fo,0)T)
Z by <mQ2 ) AR = fo. (14)

Wir nutzen nun aus, dass VAR = w%mA(k) gilt und es folgt

Z bk — wk A(k) = f(). (15)
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Abbildung 1: Schwebung mit (w2 — w1)/(w2 + wi) =~ 0.1. Die gepunktete Linie deutet die
Einhiillende an.

Schliellich multiplizieren wir diese Gleichung von links mit A®T ynd erhalten

D (9% - w}) APTmAR) = APT £ (16)
) AD) . fo
A 1
= p 02 — WZZ; ( 7)

Damit lautet die allgemeine Losung fiir diesen Fall der angetriebenen Schwingung

o(t) = Z e AP cos(wit — ©) (18)
k=1,2

fO 1 1 1 m2/m1
e =z (1) o= ()]

Es wird direkt ersichtlich, dass die Resonanzfrequenzen des Systems (also die An-
triebsfrequenzen, bei denen die Schwingungsamplituden divergieren, wenn das Sy-
stem ungeddmpft ist), gerade die Eigenfrequenzen sind.

2. Kette mit festen Randbedingungen (6 Punkte)
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Drei gleiche Massen m sind iiber vier gleiche Federn mit Federkonstante k zwischen zwei
Wiénden verbunden und kénnen in z-Richtung schwingen (siehe obige Abbildung). Die
Auslenkungen aus den Gleichgewichtslagen werden mit z;(t) (i = 1,2, 3) bezeichnet.




a) Geben Sie die Lagrangefunktion an und bestimmen Sie die Matrizen i und V. (2
Punkte)

b) Finden Sie die Eigenfrequenzen und -vektoren. (2 Punkte)

c) Skizzieren Sie die Bewegung der Massen in den unterschiedlichen Eigenmoden. (2
Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Die kinetische Energie ist T = %", @7, wihrend die potentiellen Energien der
Federn gegeben sind durch

k

U= 5( 24 (w9 — 1) + (z3 — 20)2 + 22) = k(2?4 23 + 22 — 2129 — 2023).
(19)
Damit ergibt sich die Lagrangefunktion (x = (21, 2, 23)7)

1 m 0 0 1 2k —k 0
inzi:T 0 m O :b—in -k 2k —k| . (20)

0 0 m 0 —k 2k

—_——
= v
b) Die Eigenwertgleichung ist
R 2k — mw? —k 0
det(V — w?n) = det —k 2k — mw? —k
0 —k 2k — mw?

= (2k — mw?) [(2k — mw®)® — 2k*] =0 (21)

und die Losungen lauten damit

doyfe-vot wohE g Jernt e

Die dazugehorigen Eigenvektoren lauten

1 1 1

L (2], a@-_1 A® =1 (5] @3

AL = - —— 10, -
2\/ﬁ 1 vV om 1 2\/ﬁ 1

c) Die Skizzen sind in der Abbildung unten zu finden. Die erste Eigenmode ist dabei
eine gleichphasige Schwingung aller drei Massen, wobei die Amplitude der mittleren
Masse etwas grofler ist als die der beiden &dufleren. Bei der zweiten Eigenmode ist die
mittlere Masse in Ruhe, wihrend die &ufleren beiden gegenphasig schwingen. Die dritte

Eigenmode weist die gleichen Amplituden auf wie die erste, mit dem Unterschied, dass
hier die mittlere Masse gegenphasig den beiden dufleren schwingt.
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