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1. Quadratische Anordnung von Punktmassen (6 Punkte)
Betrachten Sie die in Abb.?? abgebildete Anordnung von Punktmassen m ̸= M in der
x− y-Ebene. Die masselosen starren Verbindungsstangen haben die Länge a.

Abbildung 1: Quadratische Anordnung von Punktmassen.

a) Berechnen Sie die Komponenten I ′ik des Trägheitstensors bezüglich des Ursprungs
(x = y = z = 0). (2 Punkte)

b) Bestimmen Sie den Trägsheitstensor Î bezüglich des Schwerpunktes mithilfe des
Steinerschen Satzes (2 Punkte)

I ′kp = Ikp + µ(a2δkp − akap), µ ≡
∑
i

mi.

c) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix Î. Finden Sie die normierten Eigenvek-
toren (Hauptachsen) der Matrix Î. (2 Punkte)

Lösungsvorschlag

a) Die Komponenten des Trägheitstensors Î ′ sind

I ′kp =
∑
i

(
(r⃗ ′

i )
2δkp − r′ikr

′
ip.
)



Bezüglich des Ursprungs, hat man

I ′11 =
∑
i

mi((r⃗
′
i )

2 − (x′i)
2) =

∑
i

mi(y
′
i)
2 = (m+M) a2;

I ′22 =
∑
i

mi(x
′
i)
2 = (m+M)a2;

I ′33 = I ′11 + I ′22 = 2(m+M)a2;

I ′12 = I ′21 = −
∑
i

mix
′
iy

′
i = −Ma2;

I ′13 = I ′31 = 0;

I ′23 = I ′32 = 0.

Der ganzer Trägheitstensor lautet folglich

Î ′ =

(m+M)a2 −Ma2 0
−Ma2 (m+M)a2 0

0 0 2(m+M)a2

 .

b) Die Koordinaten des Schwerpunktes sind durch

R⃗ =

∑
imir⃗i∑
imi

gegeben. Es ist

Rx =
(m+M)a

3m+M
;

Ry =
(m+M)a

3m+M
;

|R⃗|2 = R2
x +R2

y = 2
(m+M)2

µ2
a2, µ = (3m+M).

Der Steiner-Satz, rückwärts im Hauptachsensystem angewendet, mit

ax = Rx,

ay = Ry,

az = 0,

führt dann auf

I11 = I ′11 − µ
(
|R⃗|2 −R2

x

)
= I ′11 − µR2

y,

I22 = I ′22 − µR2
x,

I33 = I ′33 − µ|R⃗|2,
I12 = I21 = I ′12 + µRxRy,

I13 = I31 = I23 = I32 = 0.

Also

I =

(m+M)a2 − µR2
y −Ma2 + µRxRy 0

−Ma2 + µRxRy (m+M)a2 − µR2
x 0

0 0 2(m+M)a2 − µ|R⃗|2

 .



c) Die Eigenwerte der Matrix Î sind

I1 = ma2,

I2 = (m+ 2M)a2 − µ|R⃗|2;
I3 = 2(m+M)a2 − µ|R⃗|2.

Die normierten Hauptachsen sind

e1 =
1√
2

1
1
0

 , e2 =
1√
2

−1
1
0

 , e3 =

0
0
1

 .

2. Rollender Kreiskegel (14 Punkte)
Ein Kreiskegel (homogen verteilte Masse m, Höhe a, Radius R der Grundfläche) liegt
in einer Ebene und rollt gleichförmig um seine Kegelspitze. Ein Umlauf benötigt die
Zeit T (θ̇ = 2π

T ).

Abbildung 2: Der Kreiskegel.

a) Berechnen Sie den Trägheitstensor Î ′ des Kreiskegels bezüglich des Ursprungs
(Punkt O, Abb.??). (2 Punkte)

b) Berechnen Sie den Trägheitstensor Î bezüglich des Schwerpunktes mithilfe des
Steinerschen Satzes. (2 Punkte)

c) Begründen Sie, warum die kinetische Energie Tkin des Kegels statt durch die
Formel aus der Vorlesung Tkin = m

2 V
2 + 1

2Ω
T ÎΩ in unserem Fall auch mittels

Tkin = 1
2Ω

T Î ′Ω berechnet werden kann, wobei Ω die Winkelgeschwindigkeit ist.
(2 Punkte)

d) Berechnen Sie die Winkelgeschwindigkeit Ω und die kinetische Energie Tkin dieser
Rotation. (8 Punkte)
Hinweis: Die instantane Winkelgeschwindigkeit ist parallel zu OA.

Lösungsvorschlag

a) Wir führen zunächst ein Koordinatensystem (x′, y′, z′) ein mit der z′-Achse auf der
Symmetrieachse des Kegels liegend und dem Ursprung in der Kegelspitze. Weiter-
hin benutzen wir Zylinderkoordinaten (r′, φ′, z′) in diesem Koordinatensystem.
Das Kegelvolumen ergibt sich zu

V =

∫ a

0
dz′

∫ z′R
a

0
r′dr′

∫ 2π

0
dφ′ =

π

3
R2a.



Die einheitliche Dichte des Kegels ist ρ = m
V = 3m

πR2a
. Die Komponenten des

Trägheitstensors bezüglich des Ursprungs lauten

I ′zz = ρ

∫ 2π

0
dφ′

∫ a

0
dz′

∫ z′R
a

0
r′ dr′ (r′)2 = 2π

3m

πR2a

R4a

20a4
=

3

10
mR2;

I ′xx = I ′yy = ρ

∫ 2π

0
dφ′

∫ a

0
dz′

∫ z′R
a

0
r′ dr′

(
(z′)2 + (r′)2 sin2 φ′) = 3m

20

(
4a2 +R2

)
.

Die Nichtdiagonalelemente des Trägheitstensors verschwinden aufgrund der Sym-
metrie des betrachteten Problems (

∫ 2π
0 dφ′ sinφ′ = 0,

∫ 2π
0 dφ′ sin 2φ′ = 0).

b) Der Schwerpunkt liegt in der Symmetrie-Achse des Kreiskegels, in der Distanz zp
vom Ursprung, die sich aus

zp =
1

m

∫
dr′ ρ z′ =

1

V

∫ 2π

0
dφ′

∫ a

0
dz′

∫ z′R
a

0
dr′ r′z′ =

3

4
a.

Mit dem Steiner-Satz erhält man

Izz = I ′zz =
3

10
mR2,

Ixx = Iyy = I ′xx −m

(
3

4
a

)2

=
3m

20

(
R2 +

a2

4

)
.

c) Die kinetische Energie Tkin des Kegels lautet
∑

i
miv⃗

′2
i

2 mit v⃗i = V⃗ +b⃗i (wir benutzen

die Bezeichnungen aus dem Skript). Bezüglich des Ursprungs, ist (mit b⃗ = b⃗ ′ + a⃗)

v⃗i = V⃗ + [Ω⃗× a⃗] + [Ω⃗× b⃗ ′i ],

V⃗ ′ = V⃗ + [Ω⃗× a⃗] = 0.

V⃗ ′ = 0, da der Ursprung in Ruhe ist. Dann

v⃗i = [Ω⃗× b⃗′i].

Tkin =
∑
i

mi

2
[Ω⃗× b⃗′i]

2 =
1

2

∑
k,p

ΩkΩpI
′
kp.

d) Die momentane Winkelgeschwindigkeit der Rotation ist parallel zur Achse OA.
Der Winkel zwischen OA und der Symmetrie-Achse des Kegels ist α mit cosα =

a√
a2+R2

. Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes bezüglich des Ursprungs ist V =

zp cos(α)θ̇. Die Distanz d zwischen OA und dem Schwerpunkt des Kegel ist d =
zp sinα. Die Winkelgeschwindigkeit bezüglich der momentanen Achse OA ist also

Ω =
V

d
=

V

zp sinα
= θ̇ cotα.

Alternativ kann die Winkelgeschwindigkeit auch als Summe aus den Winkelge-
schwindigkeiten der Rotationen um die Symmetrieachse des Kegels Ω1 ∝ ez′ und
um den Ursprung Ω2 ∝ ez berechnet werden, Ω = Ω1 +Ω2.

Die Projektionen des Ω-Vektors auf die Haupachsen des Kreiskegels sind Ω sinα
und Ω cosα. Dann

Tkin =
mz2p
2

cos2 αθ̇2 +
1

2
Ixx cos

2 αθ̇2 +
1

2
Izz

cos4 α

sin2 α
θ̇2 =

3mR2

40
θ̇2

(
1 + 5

a2

a2 +R2

)
.


