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1. Wippender Halbzylinder (12 Punkte)

Ein Halbzylinder mit konstanter Massendichte ρ, Länge L und Radius R führt im
Schwerefeld eine Schaukelbewegung auf einer horizontoalen Ebene aus (er rollt dabei,
ohne auf der Ebene zu rutschen).

a) Wo liegt der Schwerpunkt des Halbzylinders? Bestimmen Sie das Trägheitsmo-
ment entlang einer Achse parallel zu L bezüglich eines Koordinatensystems mit
Ursprung im Schwerpunkt. (4 Punkte)
Hinweis: Benutzen Sie den Steiner’schen Satz.

b) Benutzen Sie den Winkel ϕ als verallgemeinerte Koordinate und bestimmen Sie
die Lagrangefunktion L(ϕ̇, ϕ). (5 Punkte)

c) Finden Sie die Bewegungsgleichung für kleine Auslenkungen ϕ≪ 1 und bestimmen
Sie die Frequenz der kleinen Schwingungen um die Ruhelage (ϕ = 0). (3 Punkte)

Lösungsvorschlag

a) Das Volumen eines ganzen Zylinders ist πR2L, das Volumen des Halbzylinders

ist entsprechend V = πR2L
2 . Wir nutzen im Folgenden Zylinderkoordinaten mit

z-Achse parallel zu L, Ursprung im Zentrum der
”
Schnittfläche“, x-Achse parallel

zur Schnittfläche und y-Achse in den Körper hinein zeigend. Die Koordinaten des
Schwerpunkts ergeben sich dann aus
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Wir setzen a = 4R
3π . Bestimmen wir nun zunächst das Trägheitsmoment I ′ bezüglich

der z-Achse und nutzen dann den Satz von Steiner, um die Achse zum Schwerpunkt
zu verschieben. Es ist

I ′ = ρ

∫
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∫ R

0
rdr r2 = ρπLR4/4 =

MR2

2
, (2)

wobei wirM = ρV gesetzt haben. Mit dem Satz von Steiner ist nun das Trägheits-
moment I bezüglich einer Achse parallel zur z-Achse durch den Schwerpunkt ge-
geben durch

I = I ′ −Ma2 =M(R2/2− a2). (3)



b) Die kinetische Energie setzt sich zusammen aus der Schwerpunktsbewegung und
der Rotation um den Schwerpunkt. Im oben definierten körperfesten System be-
wegt sich der Schwerpunkt mit einer Winkelgeschwindigkeit ϕ̇ um den Ursprung,
also mit einer Geschwindigkeit aϕ̇ in e⃗ϕ-Richtung. In einem ortsfesten System, mit
x′-Achse nach rechts und y′-Achse nach oben, bewegt sich der Ursprung gleichzeitig
mit einer Geschwindigkeit Rϕ̇ nach rechts. Es ergibt sich also
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)∣∣∣∣2 = ϕ̇2(R2 + a2 − 2aR cosϕ), (4)

wobei wir ϕ als (um π/2 verschobenen) Polarwinkel im (x′, y′)-System betrach-
ten können. Die Rotationsenergie lautet TR = 1

2Iϕ̇
2. Insgesamt ist die kinetische

Energie damit

T =
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M ˙⃗a2 + TR =

M

2
ϕ̇2(3R2/2− 2aR cosϕ). (5)

Alternativ kann die Bewegung auch als reine Rotation um die momentane Dreh-
achse, der Berührungslinie des Zylinders mit dem Boden, betrachtet werden. Da
jeder Punkt auf dieser Berührungslinie momentan in Ruhe ist, ergibt sich die kine-
tische Energie als reine Rotationsenergie um diese Achse. Nennen wir den Punkt in
der (x, y)-Ebene, der auf dem Boden aufliegt, B. Dann ist der Abstand d zwischen
Schwerpunkt und B gegeben durch

d2 = R2 + a2 − 2aR cosϕ, (6)

wobei wir den Kosinussatz benutzt haben. Das Trägheitsmoment um die Achse
durch B ist dann

IB = I +Md2 =M
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und die kinetische Energie lautet
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in Übereinstimmung mit obigem Ergebnis.

Die potentielle Energie kann ausgedrückt werden als

U =Mgy′a = −Mga cosϕ (9)

und die Lagrangefunktion ist schließlich L = T − U .



c) Für kleine Winkel können wir in der Lagrangefunktion nähern cosϕ ≈ 1 − ϕ2/2
und den sich ergebenden Term ∼ ϕ̇2ϕ2 vernachlässigen. Es ist dann

L ≈ Mϕ̇2

2
(3R2/2− 2aR)−Mgaϕ2/2. (10)

Die Bewegungsgleichung lautet

M(3R2/2− 2aR)ϕ̈+Mgaϕ = 0 ⇔ ϕ̈+ ω2ϕ = 0 (11)

mit der gesuchten Frequenz ω =
√

ga
3R2/2−2aR

=
√

g
R(9π/8−2) .



2. Euler-Winkel (8 Punkte)

Eine beliebige Drehmatrix D̂ kann durch die Euler-Winkel (φ, θ, ψ) parametrisiert wer-
den mit

D̂(φ, θ, ψ) = D̂z(ψ)D̂x(θ)D̂z(φ)

und

D̂z(α) =

 cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1

 , D̂x(α) =

1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα

 .

a) Finden Sie die Drehmatrix D̂(φ, θ, ψ) durch explizite Matrixmultiplikation. (3
Punkte)

b) Wie lauten die Euler-Winkel für eine Rotation um den Winkel α um die y-Achse?
(2 Punkte)

Die Basisvektoren e⃗i(t) des körperfesten Systems eines rotierenden Körpers lassen sich
mit den Basisvektoren n⃗i des Inertialsystems durch die oben definierte Drehmatrix
ausdrücken mittels

e⃗i(t) =
∑
j

Dij(t)n⃗j ,

wobei Dij(t) die Komponenten der Matrix D̂(t) = D̂(φ(t), θ(t), ψ(t)) sind. Die Bewe-

gungsgleichungen lauten ˙⃗ei(t) = Ω⃗(t) × e⃗i(t) mit Winkelgeschwindigkeit Ω⃗(t). In der

Vorlesung wurde gezeigt, dass die Komponenten von Ω⃗(t) =
∑

iΩ
(e)
i (t) e⃗i(t) im körper-

festen System ausgedrückt werden können mittels

Ω
(e)
1 =

∑
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D3jḊ2j , Ω
(e)
2 =

∑
j

D1jḊ3j , Ω
(e)
3 =

∑
j

D2jḊ1j .

c) Zeigen Sie: Ω
(e)
1 = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ. (3 Punkte)

Lösungsvorschlag

a)

D̂x(θ)D̂z(φ) =

1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1


=
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− cos θ sinφ cos θ cosφ sin θ
sin θ sinφ − sin θ cosφ cos θ



D̂ =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 cosφ sinφ 0
− cos θ sinφ cos θ cosφ sin θ
sin θ sinφ − sin θ cosφ cos θ


=

 cosψ cosφ− sinψ cos θ sinφ cosψ sinφ+ sinψ cos θ cosφ sinψ sin θ
− sinψ cosφ− cosψ cos θ sinφ − sinψ sinφ+ cosψ cos θ cosφ cosψ sin θ

sin θ sinφ − sin θ cosφ cos θ

 .



b) Eine Rotation um den Winkel α um die y-Achse wird beschrieben durch

D̂y(α) =

cosα 0 − sinα
0 1 0

sinα 0 cosα

 . (12)

Vergleichen wir mit dem oben bestimmten D̂(φ, θ, ψ), so folgern wir zunächst aus
dem Element unten rechts θ = α. Aus den anderen Elementen der unteren Reihe
folgt dann φ = π/2 und aus den Elementen in der rechten Spalte ψ = −π/2. Es ist
dann leicht, sich zu überzeugen, dass auch die restlichen Elemente übereinstimmen.

c) Wir berechnen zunächst (cos θ ≡ cθ, sin θ ≡ sθ)

Ḋ21 = φ̇(sψsφ − cψcθcφ) + θ̇sφsθcψ + ψ̇(−cψcφ + sψcθsφ), (13)

Ḋ22 = φ̇(−sψcφ − cψcθsφ)− θ̇cφsθcψ + ψ̇(−cψsφ − sψcθcφ), (14)

Ḋ23 = θ̇cθcψ − ψ̇sθsψ. (15)

Dann folgt

Ω
(e)
1 = D31Ḋ21 +D32Ḋ22 +D33Ḋ23

= φ̇(sψs
2
φsθ − sθsφcψcθcφ + sψc

2
φsθ + cψsθcθsφcφ)

+ θ̇(s2φs
2
θcψ + c2φs

2
θcψ + c2θcψ)

+ ψ̇(−sθsφcψcφ + sψsθcθs
2
φ + sθcφcψsφ + sψsθcθc

2
φ − sθcθsψ)

= φ̇sψsθ + θ̇cψ.


