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Losungen zur Klausur Nr. 1

Aufgabe 1: Kugel mit Potential [12]

Die Randbedingung héngt nur von 8 ab und ist damit azimuthalsymmetrisch . Dann l4fst sich das
Potential in Legendre-Polynome entwickeln (s. Formelsammlung auf dem Aufgabenblatt),

V(r0) =Y <Aﬂ”€ + Bgr_(”l)) Py(cos9) .
(=0

Damit V nicht fiir r — oo divergiert und V — 0 bei r — oo (weitere Randbedingung), miissen
alle Ay = 0 sein , auch Aj . Auf dem Rand der Kugel (r = a) gilt dann also

o0
V(a,0) = Vysin?0 = Y Ba~“"Py(cos0) .
£=0

Um die B, zu finden, driicken wir zunéchst die Randbedingung durch Legendre-Polynome aus,
sin29—1—c0529—2<1—<§c0529—l>>—g(P( 0) — P 0
- —3 2 2)) = 5 (Po(cos 0) — Py(cos)) .

Damit gilt bei r = a
.°]

Boa~ "tV Py(cos 8) = 2V (Py(cos 8) — Py (cos 0)) .
(=0

Da die Py(x) orthogonal sind,

1 2
/ ) Py(cos 0)Py(cosB)dcosO = méw ,

konnen nur die Terme der Summe mit ¢ = 0,¢ = 2 von Null verschieden sein . Wir erhalten per
Koeffizientenvergleich (oder durch beidseitige Mulitplikation mit Py (cos 6) und Integration tiber
d cos6)

Bo = ZV()a B2 = —%V0a3 .

Damit erhalten wir die Losung

2V() E

V(r,0) = 3 7 (Po(cos 0) — (%)ZPZ(COS 9)> :
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Aufgabe 2: 6-Funktionen [24+3+3 =8]

(@) Mit [ f(x)6(x — xp) dx = f(x¢) ergibt sich sofort

/OO ;5(x—1)dx—1
o0 X245 6

(b) Wir verwenden
1
5(g(x)) = —5(x—x;) .
Nullstellergi von g(x) |g/(xi) | l

Hier: ¢(x) = ax? — 1 mit Nullstellen bei x = +1/y/a. ¢'(x) = 2ax und ¢'(+1/\/x) =
+2/a. Also

/_O:oe"Z(S(ocx2—1)alx:/_O:oe’C2 [’217\/_“‘5 (x—\/la>+|_21\/&|5(x+%)}
I T Y B
= e 2

(c) Hier verbirgt sich auch eine 6—Funktion,

/ 7t / % et gieoli—t) _ / ® ot /°° Sl ) 4

J/

-~

278(t—t")

= 27r/ e_(t_t/)zé(t —t)dt = 2met' =t — o7
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Aufgabe 3: Kugel vor einer Ebene [24248=12]

(a) Ladung:

R
Q= /p(?) d’7 = /p(r)r2 dr/dQ = 47rp0/0 (r4 — 2R + Rzrz) dr

1 R R? 2mpoR®
=4 ZRP—2-RY4 R =
7tPo (5 it T3 ) 15

Dipolmoment:

p= [t dT= [Fo)d7 = [ Fo(-ndF =~ [Folr)dF.=—p

radialsymm.
Also muss p = 0 sein.

(b) Die Ladungsdichte ist kugelsymmetrisch (also nicht von 6, ¢ abhidngig) und hat daher nur
einen Monopolterm . Begriindung: Die Entwicklung des Winkelanteils der Ladungsdich-
te p(r, 0, ¢) nach Kugelflichenfunktionen enthélt nur den Term proportional Yyo(6, ) =
1/+/47. Wegen der Orthogonalitit der Y/, kann von den spharischen Multipolmomenten

dom = /p(?)r%"m(e, (P) ds?
nur qoo 7 0 sein.

(c) Weil es nur einen Monopolanteil gibt, ist das Feld aufierhalb der Kugel das gleiche wie das
einer Punktladung Q (aus Teil (a) bekannt) im Mittelpunkt der Kugel (Gauf3) . Das Problem
entspricht also dem einer Punktladung bei 7 = (x/,y/,a) vor einer geerdeten Ebene. Mit
einer Spiegelladung —Q bei 75 = (', ¥/, —a) verschwindet das Potential auf der Ebene . Der
einfachheit halber setzen wir x’ = i’ = 0 und das Potential lautet

_ 9 1 3 1
Cdmey |2+ 2+ (z—a)? /2yt (z+a)?

O (7)

Die Oberflichenladungsdichte bestimmen wir aus der Senkrechtkomponete E | des E-Feldes

auf der Oberflache,
0D (7
o(x,y) =€E (z=0) = ¢yEz(z =0) = —¢y 8( ) .
Z lz=0
Wir berechnen also die gesuchte Oberfldchenladungsdichte
Q —2a poR%a

22 2y

o MM Er T 1B/t

o= 8 [t s
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Aufgabe 4: Ladungsverteilung und Feld aus Potential [10]
Gegeben ist das Potential
cos2¢p
Ve, o, z) = km =kf(p, o z) .

Wir berechnen das elektrische Feld mit der Definition des elektrostatischen Potentials E = —VV
durch Differenzieren. Zunachst

df _ 2pcos2¢ df _ 2sin2¢ df _ 2zcos2g

o (P2 +22)2" dp  p24z27 9z (2 +22)2°

Der Gradient in Zylinderkoordinaten war in der Formelsammlung gegeben. Damit lauten die
Komponenten des E-Feldes in Zylinderkoordinaten

2k
(02 + 22)2

Die Ladungsverteilung p(¥) bestimmen wir aus der Poisson-Gleichung, ebenfalls per Differentia-
tion, p(7) = —eo V2V . Dazu berechnen wir

d df _ 4pcos2g 202 _1q *f _4cos2¢ o*f  2cos2¢ 472 B
appap T (P22 21 22 " 92 P2 +22 7 922 (Pt 22)2 \ o+ 22

Mit dem Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten (aus der Formelsammlung) bekommen wir
die Ladungsverteilung

cos2¢ 8> 6 4 N 822 ok (307 + z%) cos 2¢
212\ (P +22 p2r2 2 (2122) " 0T 202+ 202

2, 2
(Ep Eg, E:) = (b +2%)

(p cos 2@, sin 2@, z cos 2(p) .

p(?) = —Eok

Aufgabe 5: Fernfeld von Ladungsverteilungen 24442 =28]

Die Multipolentwicklung fiir das Potential einer Ladungsverteilung lautet
. 1 (Q p-7 1 Qi
(D ~ ~ — . ..
(7) 47reo<rjL = +2§ s

Das entsprechende elektrische Fernfeld verhilt sich fiir die entsprechenden Terme der Entwick-
lung wie 1/12,1/r3,1/r4,. ...

(@) Q = 0 da sich die Ladungen zu Null addieren. Es gibt jedoch einen Dipolanteil. Wir haben
die Superposition zweier elementarer Dipole . Hat das Quadrat die Kantenldnge a dann
wire das Gesamtdipolmoment 2ga. Das elektrische Fernfeld verhlt sich damit wie 1/73 .

(b) Wie in Teil (a) verschwindet die Gesamtladung. Diesmal haben wir wieder zwei elementare
Dipole, jedoch mit entgegengesetzten Dipolmomenten, so dass das Gesamtdipolmoment
verschwindet . Vermutung: es handelt sich um einen Quadrupol. Wir berechnen ein Element
des Quadrupoltensors,

Qi = [ a7 =30 [ (3) (5)+ (-3) (3) - (-3) (-3)+ (3) (-3)]
= —3qa* #0.
Damit verhilt sich das Fernfeld wie 1/r% .

(c) Die Gesamtladung ist —q und das Fernfeld verhalt sich wie 1/7% .



